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e la misma forma en que los virus bioldgicos se propagan a través del contac.

to entre organismos, también los virus de computadora se difunden cuando lag

computadoras interactian via Internet. Los cientificos computacionales esty.

dian como combatir los virus de computadora, que causan mucho dafio ya que borran o

alteran archivos. Uno de sus esfuerzos consiste en disefiar modelos matematicos acerca

de la rapidez con que se propagan los virus. Por ejemplo, el viernes 26 de marzo de 1999

se reporto el primer caso del virus conocido como Melissa; para el lunes 29 de marzo
Melissa habia alcanzado a mas de 100 000 computadoras.

Las funciones exponenciales, que se estudian con detalle en este capitulo, propor-

| cionan un modelo plausible. Considere un virus de computadora que se oculta en un

archivo adjunto de correo electrénico y que una vez que se baja, de manera automatica

' provoca el envio de un mensaje y de un archivo adjunto similar a todas las direcciones

de la libreta de direcciones de correo electrénico de la computadora anfitriona. Si una
libreta de direcciones tipica contiene 20 direcciones, y si el usuario comun revisa su co-
rreo electronico una vez por dia, entonces el virus proveniente de una sola maquina ha-
bré infectado a 20 en un dia, 20° = 400 mdquinas al cabo de dos dias, 20° = 8000 después
de tres dias y, en general, después de ¢ dias, el nlimero N de computadoras infectadas
estara dado por la funcién exponencial N(1) = 20".

Este modelo supone que todas las computadoras implicadas estdn ligadas unas con
otras a través de su libreta de direcciones, en un solo grupo bien conectado. Los modelos
exponenciales son mds precisos para pequeiios valores de t, este modelo en particular,
no toma en cuenta el descenso que ocurre cuando la mayoria de los correos electrénicos
alcanzan computadoras que ya estdn infectadas; lo cual sucede después de varios dias.
Por ejemplo, el modelo desarrollado aqui indica que después de ocho dias infectard a
20% = 25.6 miles de millones de computadoras (jmds computadoras de las que existen en
la actualidad!). Pero a pesar de sus limitaciones, los modelos exponenciales ciertamente
explican el porqué con frecuencia los nuevos virus infectan a miles de maquinas antes
de que los expertos en antivirus tengan tiempo de reaccionar.
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Funciones exponenciales

6.1 Funciones exponenciales

gstudiar las funciones exponenciales y sus
aplicaciones en temas como interés compuesto,
ecimiento poblacional y decaimiento.

fadiactivo.

&\ ADVERTENCIA

INO confunda la funcion exponencial
y=2rcon la funcion potencia y = x?,
que tiene una base variable y un
exponente constante.

APUNTADOR >
Si'desea revisar los exponentes,

consulte la seccion 0.3.
T

| PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

{ ero de bacterias de un cultivo
| Querduplica su namero cada hora,
| estd dado por N(t) = A-2', donde A
| nimero presente originalmen-
't es el namero de horas que las
terias se han estado duplicando.
ce una calculadora graficadora
i graficar esta funcion con dife-
€S valores de A > 1. ;En qué se
Parecen las graficas? ; Como altera a
la gréfica el valor de A?

Par,

Existe una funcién que desempeila un papel importante no sélo en matematicas, sino
también en finanzas, economia y otras areas de estudio. Incluye una constante elevada
a una potencia variable, como f(x) = 2% Las funciones de este tipo se llaman funciones
exponenciales.

DEFINICION
La funcié6n f definida por
f(x) = b

donde b > 0,b # 1,y el exponente x es cualquier nimero real, se llama funcién ex-
ponencial con base b.!

Como el exponente de b* puede ser cualquier nimero real, el lector quiza se pre-
gunte cémo se asigna un valor a algo como 2V2, donde el exponente es un nimero
irracional. Simplemente se utilizan aproximaciones. Como v2 = 1.41421..., 2V2 es
aproximadamente 24 = 275 = /27, que si esta definido. Las mejores aproximaciones
son 2141 = 2141100 = /2141 y a5f sucesivamente. De esta manera se aclara el significado
de 2V2. El valor que da una calculadora para 2V2 es (aproximadamente) 2.66514.

Cuando se trabaja con funciones exponenciales puede ser necesario aplicar las re-
glas de los exponentes. Estas reglas se presentan a continuacioén, donde m y n son niime-
ros reales y a y b son positivos.

Reglas de los exponentes
m.,n — m+n g nzﬁ
1. a"a a 5 (b) r
2 a_ =gmn 6. al =17
a”
3. (am)n = g 7. a() =1
— - 1
4. (ab)" = a"b" 8. a"=—
an

Algunas funciones que no parecen tener la forma exponencial b* pueden expresar-
se en esa forma al aplicar las reglas anteriores. Por ejemplo, 27 = 1/(2%) = (%)-‘ y 3% =
(32)x = Ox,

® EJEMPLO 1 Crecimiento de bacterias

El niimero de bacterias presentes en un cultivo después de t minutos estd dado por
4 3
N(t) =300 <§)

4\
Observe que N(t) es un nuiltiplo constante de la funcion exponencial <§> .

ISi b = 1,entonces f(x) = 1* = 1. Esta funcién ya se ha estudiado antes y se conoce como funcién cons-
tante.
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PRINCIPIOS EN PRACTICA 2

Capitulo 6 Funciones exponenciales y logaritmicas

a. ¢Cudntas bacterias estdn presentes inicialmente?

Solucion: Aqui se quiere determinar N(#) cuando ¢ = 0. Se tiene

0
N(0) = 300 G) =300(1) = 300

Asi que al inicio hay 300 bacterias presentes.
b. Aproximadamente, ;cudntas bacterias estdn presentes después de 3 minutos?

Solucion:

A 64 6400
X N(3)—300(§> =300 (27) =g 711

Por lo que, después de 3 minutos, hay casi 711 bacterias presentes.

AHORA RESUELVA EL P‘ROBLEMA 31 ~

Graficas de funciones exponenciales

‘® EJEMPLO 2 Graficas de funciones exponenciales con b > 1
Grafique las funciones exponenciales f(x) = 2* y f(x) = 5*.

Solucién: Las graficas de la flgura 6.1 se obtuvieron al localizar puntos y conectarlos,
No se muestran los puntos (—2,), (2,25) y (3, 125) para la grafica de f(x) = 5%, debido
a la unidad de distancia seleccionada sobre el eje y.

Pueden hacerse algunas observaciones acerca de estas gréficas. El dominio de cada
funcién consiste en el conjunto de todos los nimeros reales, y el rango en todos los ng-
meros reales positivos. Cada gréfica tiene interseccion y (0, 1). Atin maés, estas graficas
tienen la misma forma general. Cada una asciende de izquierda a derecha. Conforme
aumenta x, f(x) también aumenta. De hecho, f(x) aumenta indefinidamente. Sin em-
bargo, en el primer cuadrante, la grafica de f(x) = 5* asciende mdas rapidamente que
su gréfica  f(x) = 2%, porque la base en 5* es mayor que la base en 2* (esto es, 5 > 2). En el segundo
se duplica  cyadrante se observa que a medida que x se hace mas negativa, las graficas de ambas
funciones se aproximan al eje x.2 Esto implica que los valores de las funciones se hacen
muy cercanos a 0.

x | 2F x | 5
-2 | % -2 | %
= % Sr 1 %

B fw=s | 0]

1 2 / 1 5

1
2 | 4 -1 | 1 o 2|2
3 8 % (| 125

(a) (b)

FIGURA 6.1 Grificas de f(x) = 2%y f(x) = 5.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 “

2Se dice que el eje x es una asintota para cada grafica.
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Las observaciones hechas en el ejemplo 2 son ciertas para todas las funciones expo-
nenciales cuya base b es mayor que 1. En el ejemplo 3 se examinara el caso de una base
entre 0y 1 (0<b <1).

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3 . ® EJEMPLO 3 Gréfica de una funcién exponencial con 0 < b < 1

como una

FICA DE FUNCIONES Grafique la funcion exponencial f(x) = (%)x
XPONENCIALES CON 0 < b < 1
onga que el valor de un automé-  Solucion: La grafica de la figura 6.2 se obtiene al localizar puntos y conectarlos. Obser-
se deprecia 15% cada afio. Haga  ve que el dominio equivale a todos los nimeros reales y el rango a todos los niimeros
 tabla del factor por el cual dis-
uye su monto original desde los
sta los 3 afios. Para cada afio, es-
a una expresion para la disminu-

reales positivos. La gréfica tiene interseccion y (0, 1). Comparadas con las gréficas del
ejemplo 2, se observa que aqui la grafica desciende de izquierda a derecha. Es decir, con-
forme x aumenta f(x) disminuye. Note que cuando x toma valores muy positivos, f(x)
potencia de alguna toma valores muy cercanos a 0 y la grafica se aproxima al eje x. Sin embargo, cuando x

e. ;Qué base utilizaria? ;Cémo  se vuelve muy negativa los valores de la funcién no estdn acotados.

elaciona esta base con el pro-

ma? Utilice la tabla para graficar AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3
isminucién multiplicativa como

funcién del namero de afios.

2 . y
ice su grafica para determinar
ndo el automovil disminuye su . Ly
r a la mitad del valor original. x ()
5 =3 8
Existen dos formas basicas para
las graficas de las funciones 5 4
exponenciales y dependen de la 4L
base involucrada. =] 2 y
e =(3)
0 1
y 2r
f LY e
| L1l 1 S5 %0
) 1 -3-2-1 | 1 2
if :
/
/ FIGURA 6.2 Grifica de f(x) = (1)".
f(X) oy . . . .
1 b>1 En general, las gréficas de las funciones exponenciales adoptan una de dos posibles
e x formas bdsicas, y dependen del valor de la base b. Esto se ilustra en la figura 6.3. Es im-
La gréfica portante observar que, en cualquier caso, la grafica pasa la prueba de la linea horizontal.
asciende de Por lo tanto, todas las funciones exponenciales son uno a uno. En la tabla 6.1 se resumen

(a) derecha

ZfEtas las propiedades bésicas de una funcién exponencial y su gréfica.

Recuerde que, de acuerdo con la seccién 3.7, 1a grafica de una funcién puede estar

y relacionada con otra por medio de cierta transformacién. El ejemplo siguiente se refiere

a este concepto.

TABLA 6.1 Prop|edades de la funaon exponenaalf(x)

1. El donnmo de una funcién expo

El rango consiste de tod
f(x) = b i
0<bhb<l1

e,

FIGURA 6.3 Formas generales

de f(x) =

La gréfica
desciende

de izquierda
b) aderecha

Si0< b <1l gréﬁca se acerca al eje x y x se vuel
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x i
1 ;
LT
y |
flx) =2°
4 B y= 3"2
; W {
[ / / X XJI‘x Ll x—4 3
L y=2-3 f =(3)"\ \ =@
/ \ \
1 f/ 3 - \... 1 | I I %
sl | [ x L \, -1 1
/ s \\\
-/ TN SN )
P A x|lo|1]2
r yl1]3 |8
FIGURA 6.4 Griéficadey = 2* — 3. FIGURA 6.5 Graficadey = (1) FIGURA 6.6 Gréficade y = 3%,
En el ejemplo 4 se hace uso de las @® EJEMPLO 4 Transformaciones de funciones exponenciales
transformaciones de la tabla 3.2 de la
seccién 3.7. a. Use la grdfica de y = 2* para graficar y = 2* — 3.

Solucién: La funcién tiene la forma f(x) — ¢, donde f(x) = 2*y ¢ = 3. Asi que sy

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4 grafica se obtiene al recorrer la grafica de f(x) = 2* tres unidades hacia abajo (vea

TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES la figura 6.4).
Flit i k b. Use la grifica de y = ()" para graficary = (1)
: 8 y 3) P 8 Y 5
Después de observar cémo creci6 el ) ) ) v
dinero de su hermana durante tres Solucion: La funcidn tiene la forma f(x — ¢), donde f(x) = (5) y ¢ = 4. Por lo tan-
afos en un plan con una tasa de to, su gréfica se obtiene al recorrer la grafica de f(x) = (%)Y cuatro unidades haciala

interés de 8% anual, George abrié
una cuenta de ahorros con el mis-
mo plan. Si y = 1.08' representa el AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 7 @@
aumento multiplicativo en la cuenta
de su hermana, escriba una ecuacién
que represente el aumento multipli-
cativo en la cuenta de George, utili-  Grafique y = 3.

ce la misma referencia de tiempo. Si . ) o

George tiene una gréfica de aumen- Solucién: Aunque ésta no es una.funcién exponencial, tiene una base constante. Se
to multiplicativo del dinero de su  observa que al reemplazar x por —x resulta la misma ecuacion. Asi, la gréfica es simé-
hermana en el tiempo ¢ desde que trica con respecto al eje y. Al graficar algunos puntos y utilizar la simetria se obtiene la
ella inici6 su ahorro, (cémo podria  orifica de la figura 6.6.

utilizar la gréfica para proyectar el

incremento de su propio dinero? AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 5 }'

derecha (vea la figura 6.5).

® EJEMPLO 5 Grafica de una funciéon con una base constante

‘TECNOLOGiA

Si y = 4% considere el problema de encontrar x cuando e " ;10
y = 6. Una forma de resolverlo es encontrar la intersec- -
cién de las graficas de y = 6 y y = 4% En la figura 6.7 se .
muestra que x es aproximadamente igual a 1.29. o

10

Inkerseckion
1.2824813

-10
FIGURA 6.7 Resolucion de la ecuacién 6 = 4%




PRINCIPIOS EN PRACTICA 5

INTO COMPUESTO E INTERES
PUESTO

uponga que se invierten $2000 al
: compuesto anualmente. En-
uentre el valor de la inversion des-
e cinco afios. Determine el in-
_ganado durante los primeros

S
4
5000 |- i
7
4000 /
3000 | /
/,/

2000 - o S = 1000(1.06)"
1000 [=—"

| 1 L n

10 20 30
FIGURA 6.8 Grafica de S = 1000(1.06)".
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Interés compuesto

Las funciones exponenciales estdn implicadas en el interés compuesto, en el cual el
interés que genera una cantidad de dinero invertida (o capital), se invierte nuevamente
de modo que también genere intereses. Es decir, el interés se convierte (o compone) en
capital y, por lo tanto, hay “interés sobre interés”.

Por ejemplo, suponga que se invierten $100 a una tasa de 5% compuesto anualmen-
te. Al final del primer afo, el valor de la inversion es el capital original ($100), mas el
interés sobre el capital [100(0.05)]:

100 + 100(0.05) = $105

Esta es la cantidad sobre la cual se genera el interés para el segundo afio. Al final del
segundo afio, el valor de la inversion es el capital del final del primer ano ($105), mas
el interés sobre esa cantidad [105(0.05)]:

105 + 105(0.05) = $110.25

Asi, cada afio el capital se incrementa en 5%. Los $110.25 representan el capital origi-
nal mas todo el interés acumulado; esta cantidad se llama monto acumulado o monto
compuesto. La diferencia entre el monto compuesto y el capital original se conoce como
interés compuesto. Aqui, el interés compuesto es 110.25 — 100 = 10.25.

De manera mas general, si un capital de P ddlares se invierte a una tasa de 100r
por ciento compuesto anualmente (por ejemplo, a 5%, r es 0.05), la cantidad compuesta
después de un afio es P + Pr, o al factorizar, P(1 + r). Al final del segundo afio, la can-
tidad compuesta es

PA +r) + [P(1+ Alr = P+ r)[1 + 1]
= P(1 + r)?

(al factorizar)

En realidad, el cdlculo anterior que usa factorizacién no es necesario para mostrar que
el monto compuesto después de dos afios es P(1 + r)2. Como cualquier monto P va
le P(1 + r) un afio después, se deduce que el monto P(1 + r) vale P(1 + r)(1 + r) =
P(1 + r)? un afio mds tarde, y luego de otro afio el monto P(1 + r)? valdrd P(1 + r)?
1 +r=PQa+r7

Este patron continta. Después de cuatro afios la cantidad compuesta es P(1 + r)*
En general, el monto compuesto S del capital P al final de n afios a una tasa de r com-
puesta anualmente, estd dado por

S=P1+r) (1)
Observe que en la ecuacién (1) para un capital y una tasa dados, S es una funcién
de n. De hecho, S es una funcién exponencial con base 1 + r.
@ EJEMPLO 6 Monto compuesto e interés compuesto
Suponga que se invierten $1000 durante 10 afios al 6% compuesto anualmente.
a. Encuentre el monto compuesto.
Solucién: Se utiliza la ecuacién (1) donde P = 1000,r = 0.06 y n = 10:
S = 1000(1 + 0.06)'° = 1000(1.06)'* = $1790.85

En la figura 6.8 se muestra la grafica de S = 1000(1.06)". Observe que conforme
pasa el tiempo, el monto compuesto crece en forma dramatica.

b. Encuentre el interés compuesto.
Solucion: Con el uso de los resultados del inciso (a), se tiene
interés compuesto = § — P

= 1790.85 — 1000 =-$790.85
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 = @®
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Es comun la abreviatura T.P.A,, se
encuentra en los contratos de tarjetas
de crédito y en la publicidad.

& ADVERTENCIA

Una tasa nominal de 6% no significa
necesariamente que una inversion
aumente en 6% cada afio. El
incremento depende de la frecuencia
de la capitalizacion.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6

‘Una compafiia nueva con cinco em

pleados espera que el nimero de tra-
bajadores crezca a una tasa de 120%
anual. Determine el numero de asa-

lariados dentro de cuatro afios.

Capitulo 6 Funciones exponenciales y logaritmicas

Suponga que el capital de $1000 del ejemplo 6 se invierte durante 10 afios comg
se hizo antes, pero esta vez se compone cada tres meses (esto es, cuatro veces al afo)
a una tasa de 1%% por trimestre. Entonces hay cuatro periodos de interés por ao, y
en 10 afios son 10(4) = 40 periodos de interés. Asi, el monto compuesto con r = 0.015
ahora es

1000(1.015)* ~ $1814.02

y el interés compuesto es $814.02. En general, la tasa de interés por periodo de capj.
talizacién se establece como una tasa anual. Aqui se hablaria de una tasa anual de 6%,
compuesta trimestralmente, de modo que la tasa del interés en cada periodo, o tasa pe.
riddica, es 6% /4 = 1.5%. Esta tasa anual cotizada de 6% se llama tasa nominal o tasa de
porcentaje anual (TPA). A menos que se especifique otra cosa, todas las tasas de intergg
se supondrén tasas anuales (nominales). Asi, una tasa de 15% compuesta mensualmep-
te corresponde a una tasa periddica de 15%/12 = 1.25%.
Con base en el andlisis anterior, puede generalizarse la ecuacién (1). La férmula

S=P1+r)y ?2)

proporciona el monto acumulado S de un capital P al final de n periodos de interés 3
una tasa periddica de r.

Se ha visto que un capital de $1000, a una tasa nominal de 6% en un periodo de 10
afos, compuesto anualmente, tiene como resultado un interés compuesto de $790.85,y
compuesto trimestralmente da un interés de $814.02. Es comtin que para una tasa nomi-
nal dada, entre més frecuentemente se componga, mayor sera el interés compuesto. Sin
embargo, pese a que incrementar el nimero de periodos de interés siempre incrementa
al monto del interés ganado, el efecto no es indefinido. Por ejemplo, con una composi-
cién semanal el interés compuesto es

10(52)
1000 (1 + 0—5(%9) — 1000 =~ $821.49

y compuesto diariamente es

0.06

+ —
1000(1 365

10(365)
> — 1000 = $822.03

En ocasiones, la frase “valor del dinero” se usa para expresar una tasa de interés
anual. Por lo que, al decir que el dinero vale 6% compuesto trimestralmente, se hace
referencia a una tasa anual (nominal) de 6% compuesto cada trimestre.

Crecimiento poblacional

La ecuacién (2) puede aplicarse no sélo al aumento del dinero, sino también a otros
tipos de crecimiento, como al de la poblacién. Por ejemplo, suponga que la poblacién
P de una ciudad con 10 000 habitantes, crece a una tasa de 2% por afio. Entonces P es
una funcién del tiempo ¢, donde ¢ representa afios. Es comun indicar esta dependencia
funcional mediante

P = P(t)

Aqui la letra P se utiliza en dos formas: en el lado derecho, P representa la funcién;en el
lado izquierdo P representa la variable dependiente. De la ecuacidn (2), se tiene

P(r) = 10 000(1 + 0.02)' = 10 000(1.02)

® EJEMPLO 7 Crecimiento poblacional

La poblacion de una ciudad de 10 000 habitantes crece a razon de 2% anual. Encuen*
tre la poblacion dentro de tres arios. :

Solucién: Del analisis anterior,

P(t) = 10 000(1.02)’



0
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FIGURA 6.9 Grifica de la funcién
de poblacién P(r) = 10 000(1.02)".
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Parat = 3, se tiene
P(3) = 10 000(1.02)3 = 10 612

Por lo tanto, dentro de 3 afios la poblacién serad de 10 612 habitantes (vea la figura 6.9).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 15

El nimero e

Es 1til realizar un “experimento hipotético” con base en el andlisis que siguié al ejem-
plo 6, a fin de presentar un nimero importante. Suponga que se invierte un solo délar
durante un afio con una TPA de 100% (recuerde que se trata de un experimento hipo-
tético) compuesto anualmente. Entonces el monto compuesto S al final del afio esta
dado por

S=11+1)=21=2

Sin cambiar ninguno de los otros datos, ahora se considerara el efecto de aumentar el
niimero de periodos de interés por afio. Si hay n periodos de interés por afio, entonces
el monto compuesto estd dado por

n + n
s=1<1+1) =<” 1)
n n

i 3 ; . n
En la tabla siguiente se proporcionan valores aproximados de (
nos valores de n.

1 > "
para algu-

TABLA 6.2 Aproximaciones de e

n

- S

- Lt
i (5)* ~24m41
0 (§) = 24883
10 (1) ~ 259374
. ) e
Ct (™ ~27em
100000 (fG) T ~27182
1000000 (M0 ;9108

) , n+1\" :
Resulta evidente que los nimeros { —— | aumentan conforme lo hace 7. Sin
n
embargo, no se incrementan en forma indefinida. Por ejemplo, es posible demostrar que
. » n+1\" o . N
para cualquier entero positivo n, (—) < 3. En términos del experimento hipotéti-
n

co, esto significa que si se inicia con una inversién de $1.00 al 100%, no importa cudntos

periodos de interés haya por afio, siempre se tendran menos de $3.00 al final del afio.

. _— 2 . n+
Existe un minimo nimero real que es mayor que todos los nimeros| —— | .Se deno-
. n

N
ta mediante la letra e, en honor al matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783).
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Debe familiarizarse con la gréfica de
la funcion exponencial natural de la
figura 6.10.

GRAFICAS DE FUNCIO
QUE INCLUYEN A ¢ |

) 006t Grafique la
disminucion del poder de compra
- como una funcién ¢ afos. ‘f

El nimero e es irracional porque su expansion decimal no se repite,como en Y3
que se mencionaron en la seccién 0.1. Sin embargo, cada uno de los valores NUMErigo

n
n . . . .
de ( ) puede considerarse como una aproximacion decimal de e. El valor aprox;
n 4

100000141 000000 ~ : imaci6
mado {3 5m00) ~ 2.71828 proporciona una aproximacién de e que es Correcty

hasta el quinto decimal.

Funcion exponencial con base ¢
El nimero
e =~ 2.718281828459

donde la aproximacién dada es correcta hasta 12 decimales, se usa como la base pary
una funcién exponencial. La funcién exponencial con base e se conoce como funcigy
exponencial natural.

Aunque e puede parecer una base extrafia, la funcién exponencial natural tiene upg
funcién importante en cdlculo (como se verd mas adelante en otro capitulo) que justifi.
ca el nombre. También surge en el andlisis econdmico y en problemas que implican cre-
cimiento o declinacién como estudios poblacionales, interés compuesto y decaimientq
radiactivo. En la mayoria de las calculadoras pueden encontrarse valores aproximadog
de e* con un solo golpe de tecla. Se muestra la grafica de y = e* en la figura 6.10. La ta-
bla adjunta a la figura indica los valores de y con dos decimales. Por supuesto, la grafica
tiene la forma general de una funcién exponencial con base mayor que 1.

y
4
o |
8_
7_
x y 6F Y=ot
2 | 014 S
4+
1 | 037 sl
0 1 %“
A
1 2502 Y [ &
21 1 2
2 | 739

FIGURA 6.10 Griéfica de la funcién exponencial natural.

'® EJEMPLO 8 Graficas de funciones que incluyen a e

a. Grafiquey = e™.
" 1
Solucién: Comoe™ = (~> y0 < — < 1,lagréfica es la de una funcién exponen-
e e
cial que desciende de izquierda a derecha (vea la figura 6.11). En forma alternativa,
puede considerarse la grafica de y = e como una transformacion de la grafica de
f(x) = e Como e~ = f(—x), la grafica de y = e™* s6lo es la reflexion de la gréfica
de fcon respecto al eje y. (Compare las gréficas de las figuras 6.10 y 6.11.)
b. Grafiquey = e+

Solucion: La grafica de y = e**+2 estd relacionada con la de f(x) = e*. Como e**2 €8
f(x + 2), puede obtenerse la gréfica de y = e**2 mediante un corrimiento horizontal
de la grafica de f(x) = e* dos unidades a la izquierda. (Vea la figura 6.12.)

A 2 ”
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FIGURA 6.11 Gréficade y = e*. FIGURA 6.12 Grifica de y = e**2,

® EJEMPLO 9 Crecimiento poblacional
La poblacion proyectada, P, de una ciudad estd dada por
P = 100 000e%%>

donde t es el nimero de aiios después de 1990. Pronostique la poblacién para el afio
2010.

Solucion: El nimero de afios desde 1990 hasta 2010 es 20, de modo que se establece
t = 20. Entonces

P = 100 000€%%52% = 100 000’ = 100 000e =~ 271 828

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 35

En estadistica, se utiliza una funcién importante como modelo para describir la
ocurrencia de eventos en la naturaleza: la funciéon de distribucion de Poisson:

n

fly = =2

n

n=0,1,2,...

El simbolo u (que se lee “mu”) es una letra griega. En ciertas situaciones f(n) da la pro-
babilidad de que exactamente n eventos ocurran en un intervalo de tiempo o espacio.
La constante u es el promedio, también llamado media, del nimero de ocurrencias en
dicho intervalo. El ejemplo siguiente ilustra la distribucién de Poisson.

‘@ EJEMPLO 10 Hemocitémetro y células

Un hemocitémetro es una cdmara de conteo dividida en cuadrados que se utiliza para el
estudio del niimero de estructuras microscopicas en un liquido. En un experimento muy
conocido,? se diluyeron y se mezclaron completamente algunas células de levadura en un
liquido, y la mezcla se colocé en un hemocitometro. Se contaron con un microscopio las
células de levadura existentes en cada cuadrado. Se encontré que la probabilidad de que
hubiera exactamente x células en cada cuadrado del hemocitometro se ajustaba a una dis-
tribucién de Poisson, en donde y = 1.8. Encuentre la probabilidad de hallar exactamente
cuatro células en un cuadrado en particular.

Solucion: Se usa la funcién de distribucién de Poisson con w = 1.8 yn = 4:

fony =
. n!
F(4) = ‘3_1'3%8’)4 ~0.072

*R. R. Sokal y F. I. Rohlf, Introduction to Biostatistics (San Francisco: W. H. Freeman and Company,
1973).
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Por ejemplo, esto significa que en 400 cuadrados se esperaria que 400(0.072) =~ 29 con.
tuvieran exactamente 4 células. (En el experimento, en 400 cuadrados el nimerq req]
observado fue de 30.)

)

Decaimiento radiactivo

Los elementos radiactivos tienen la caracteristica de que su cantidad disminuye con g
tiempo. Se dice que un elemento radiactivo decae. Si N es la cantidad en el tiempg
entonces puede demostrarse que 1

N = Noe‘“ (3)

donde N,y A (una letra griega que se lee “lambda”) son constantes positivas. Obserye
que N incluye una funcién exponencial de «. Se dice que N sigue una ley de decaimieng,
exponencial. Si 1 = 0, entonces N = Ne” = N, - 1 = N Asi, la constante N, representy
la cantidad del elemento presente en el tiempo ¢ = 0, y se le llama la cantidad inicig],
La constante A depende del elemento particular involucrado, y se llama constante de
decaimiento.

Como N disminuye conforme el tiempo pasa, suponga que 7 es el tiempo que tarda
el elemento en disminuir a la mitad de su cantidad inicial. Entonces en el tiempo ¢ = T,
se tiene N = N, /2. La ecuacién (3) implica que

Ahora se utilizara este hecho para demostrar que en cualquier intervalo de longitud 7,
la mitad de la cantidad del elemento decaerd. Considere el intervalo desde el tiempo ¢
hasta ¢ + T, que tiene longitud 7. En el tiempo ¢, la cantidad de elemento es N, yen
el tiempo ¢ + T es

Noe—A(r+T) = Noe—/\!e—AT = (]\]Oe—/\T)e—/\r
Mo

= 1 —At
3 = E(Noe )

que es la mitad de la cantidad en el tiempo ¢ Esto significa que si la cantidad inicial
presente N fuera de 1 gramo, en el tiempo T quedaria % gramo, en el tiempo 27 queda-
ria 1 de gramo, y asi sucesivamente. Este valor de T se conoce como la vida media del
elemento radiactivo. La figura 6.13 muestra una grafica de decaimiento radiactivo.

N

NO_

No/2

Ny /8

FIGURA 6.13 Decaimiento radiactivo.

® EJEMPLO 11 Decaimiento radiactivo
Un elemento radiactivo decae de modo que después de t dias el niimero de miligramos

presentes estd dado por
N = 100e—0-0621



HGURA 6.14 Grifica de la funcion de
jecaimiento radiactivo N = 100e 0%,
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100 a. ;Cudntos miligramos estdn presentes inicialmente?

problemas 6.1

En los problemas 1 a 12, grafique cada funcién.

Hoy=fx) =4 2. y=f(x)=3"
Boy=f@=1)" 4.y=f=(})"

i, y = flx) =20"1 6. y = f(x) =32
M.y = fx) =3+ 8. y= f(x)=2%"1

9. y=f(x)=2"-1 10. y= f(x)=3"1-1
Ly=f(x)=37 12. y = f(x) = 3(2¥%)

Los problemas 13 y 14 se refieren a la figura 6.15, que muestra las
pificas de y = 0.4,y = 2y y = 5~.

3. Delas curvas A, By C, ;cudl es la gréfica de y = 57

4. Delascurvas A, By C, ;cudl es la grafica de y = 0.4*?

FIGURA 6.15 Diagrama para
los problemas 13 y 14.

I5. Poblacion La poblacién proyectada de una ciudad estd dada

16,

1

por P = 125000(1.11)"/?°, donde ¢ es el ntimero de afios a partir
de 1995. ;Cual es la poblacién que se pronostica para el afio
2015?

Poblacién Para cierta ciudad, la poblacién P crece a una
tasa de 1.5% por afo. La férmula P = 1527000(1.015)' da la
poblacién ¢ afios después de 1998. Encuentre la poblacién en
(a) 1999 y (b) 2000.

Aprendizaje por asociacién de pares En un experimento psi-
colégico sobre aprendizaje,* se pidi6é a un conjunto de personas
proporcionar respuestas especificas después de recibir ciertos
estimulos. Cada estimulo consistié en un par de letras y cada
respuesta era un digito, 1 o 2. Después de cada contestacion se
le revelaba al sujeto la respuesta correcta. En este experimento
de aprendizaje denominado asociacion de pares,la probabili-
dad teérica P de que el individuo dé la respuesta correcta en la
n-ésimo prueba esta dada por

1
P=1—§(1—c)"_1,n21, 0<c<1

| —
;I;%Laming, Mathematical Psychology (Nueva York: Academic Press Inc.,

3).

Solucion: Esta ecuacidn tiene la forma de lé ecuacién (3),N = Noe’“, donde N, =
100y A = 0.062. N, es la cantidad inicial y corresponde a ¢t = 0. Asf que, en un inicio,
estan presentes 100 miligramos (vea la figura 6.14).

b. ;Cudntos miligramos estan presentes después de 10 dias?

Solucion: Cuando r = 10,

N = 100e™0962(10) = 100e 0 ~ 53.8

Por lo tanto, después de 10 dias, estdn presentes aproximadamente 53.8 miligramos.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 47

donde c es una constante. Tome ¢ = % y encuentre P cuando
n=1ln=2yn=3.
18. Exprese y = 23* como una funcién exponencial de base 8.

En los problemas 19 a 27 encuentre (a) el monto compuesto y (b) el
interés compuesto para la inversion y tasa anual dadas.

*19. $4000 durante 7 afos a 6% compuesto anualmente.

20. $5000 durante 20 afios a 5% compuesto anualmente.

21. $700 durante 15 afios a 7% compuesto semestralmente.
22. $4000 durante 12 afios a 7.5% compuesto semestralmente.
23. $3000 durante 16 afos a 8%% compuesto trimestralmente.
24. $2000 durante 12 afios a 7% compuesto trimestralmente.
25. $5000 durante 2% afios a 9% compuesto mensualmente.
26. $500 durante 5 afios a 11% compuesto semestralmente.

27. $8000 durante 3 afios a 6%% compuesto diariamente. (Suponga
que hay 365 dias en un afo.)

28. Inversiones Suponga que se colocan $900 en una cuenta de
ahorros que gana intereses a una tasa de 4.5% compuesto
semestralmente, (a) ;Cuadl es el valor de la cuenta al final
de cinco afios? (b) Si hubiera generado intereses a una tasa de
4.5% compuesto anualmente, ;cudl seria su valor después
de cinco afios?

29. Inversién Se compra un certificado de dep6sito por $6500 y
se conserva durante seis afios. Si gana 4% compuesto trimes-
tralmente, ;cudl es el valor del certificado al cabo de seis afios?

30. Crecimiento poblacional La poblacién de una ciudad de
5000 habitantes crece a razén de 3% anual. (a) Determine una
ecuacién que proporcione la poblacién después de ¢ afios a
partir de ahora. (b) Encuentre la poblacién dentro de 3 afios.
Obtenga la respuesta para (b) al entero mds cercano.

*3]. Crecimiento de bacterias En cierto cultivo crecen bacte-

rias, y su nimero se incrementa a razén de 5% cada hora. Al
inicio existian 400 bacterias. (a) Determine una ecuacién que
proporcione el nimero, N, de bacterias presentes después de ¢
horas. (b) ;Cudntas habra al cabo de 1 hora? (c) (Y después de
4 horas? Dé sus respuestas a (b) y (c) al entero mas cercano.
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32.

33.

34.

Capitulo 6 Funciones exponenciales y logaritmicas

Reduccion de bacterias Cierta medicina reduce las bacterias
presentes en una persona en 10% cada hora. Actualmente,
existen 100 000 bacterias. Elabore una tabla de valores para el
nimero de bacterias presentes en cada hora, desde 0 hasta 4
horas. Para cada hora, escriba una expresién para el nimero
de bacterias como un producto de 100 000 y una potencia de 19—0
9/10. Utilice las expresiones para construir una entrada en su
tabla para el nimero de bacterias después de t horas. Escriba
una funcién N para el nimero de bacterias después de ¢ horas.

Reciclado Suponga que la cantidad de pldstico que se reci-
clard aumenta 30% cada afio. Haga una tabla del factor por el
cual aumenta el reciclado sobre la cantidad original desde 0
hasta 3 anos. Para cada afio, escriba una expresién para el au-
mento como una potencia de alguna base. ;Qué base utilizard?
(Coémo se relaciona esa base con el problema? Ultilice su tabla
para graficar el aumento multiplicativo como una funcién de
los anos. Use su gréfica para determinar el momento en que el
reciclado se triplica.

Crecimiento poblacional En la actualidad, las ciudades A y B
tienen poblaciones de 70000 y 60000 habitantes, respectivamen-
te. La ciudad A crece a razon de 4% anual y la de B a razén de
5% anual. Determine la diferencia entre las poblaciones al final
de cinco afios. D€ su respuesta al entero mds cercano.

Los problemas 35 y 36 involucran una poblacion que declina. Si una
poblacion disminuye a una tasa de r por periodo, entonces la pobla-
cion P después de t periodos esta dada por

P=P,(1-nt

donde P, es la poblacion inicial (la poblacion cuando t = 0).

3

n

36.

Poblacion A causa de una recesion econémica, la poblacion
de cierta drea urbana disminuye a razén de 1.5% anual. Al
inicio habia 350000 habitantes. ; Cudntos habra después de tres
anos? D¢ su respuesta al entero mas cercano.

Inscripciones Después de un cuidadoso andlisis demografico,
una universidad pronostica que las inscripciones de estudiantes
se reducirdn a una tasa de 3% anual durante los préximos 12
anos. Si en la actualidad se cuentan 14000 estudiantes, ;cudn-
tos habrd dentro de 12 afios?

En los problemas 37 a 40, utilice una calculadora para encontrar el
valor (redondeado a cuatro decimales) de cada expresion.

37. !9 38. &

39, 64()‘7 40. 8_2/3

En los problemas 41 y 42 grafique las funciones.

41. y=-— ef("“) 42. yi= 2e*

43. Llamadas telefonicas La probabilidad de que un operador

de teléfonos reciba exactamente x llamadas durante cierto
periodo estd dada por

L,*33x

x!

Encuentre la probabilidad de que reciba exactamente tres
llamadas. Redondee su respuesta a cuatro decimales.

Distribucion normal  Una funcién importante utilizada en
economia y decisiones de negocios es la funcion de densidad
de la distribucion normal, cuya forma estdandar es

1~
Ner:

Evalie f(0), f(—1) y f(1). Redondee sus respuestas a tres
decimales.

f(x)=

45.
46.
“47.

49.

50.

51.

Els2.

fis3.

flsa.
[ilss.

TR

fls7.

Exprese e* en la forma b".
Exprese — en la forma b*.
eX

Decaimiento radiactivo En el caso de cierto elemento radigg.
tivo, se conservan N gramos de elemento después de ¢ horas’
donde

N = 12840.0311

(a) (Cudntos gramos estdn presentes inicialmente? (b) A la
décima de gramo mads cercana, jcudntos gramos permanecep
después de 10 horas? (c) ;Y de 44 horas? (d) Con base en sy
respuesta al inciso (c), ;cudl es su estimacioén de la vida media
del elemento?

Decaimiento radiactivo A un cierto tiempo hay 75 miligra-
mos de una sustancia radiactiva, la cual decae de modo que
después de t afios el nimero de miligramos presentes, N, est4
dado por

N = 758—(1.0451

(Cuantos miligramos estdn presentes después de 10 afios? D¢
su respuesta al miligramo mds cercano.

Decaimiento radiactivo  Si una sustancia radiactiva tiene una
vida media de 8 afios, jen cudnto tiempo un gramo alcanza 113
de gramo?

Mercadotecnia Una compaiifa de ventas por correo se
anuncia en una revista nacional. La compaiifa determina que
de todas las ciudades pequeiias, el porcentaje (dado como

un decimal) en el que exactamente x personas respondan a un
anuncio se ajusta a una distribucién de Poisson, donde u = 0.5,
(En qué porcentaje de ciudades pequefias puede la compaiiia
esperar que exactamente dos personas respondan? Redondee
su respuesta a cuatro decimales.

Admision en la sala de emergencias Suponga que el nimero
de pacientes admitidos en la sala de emergencias de un
hospital durante cierta hora del dia tiene una distribucién de
Poisson donde la media es 4. Encuentre la probabilidad de que
haya exactamente dos pacientes de urgencia durante esa hora.
Redondee su respuesta a cuatro decimales.

Grafiquey =17y y = (%)x en la misma pantalla. Determine
el punto de interseccion.

Sea a una constante mayor que 0. Grafique y = 2¥y y = 2%+ 2*en
la misma pantalla, para valores constantes a = 2y a = 3. Parece
que la gréfica de y = 2%+ 2 es la grafica de y = 2* recorrida a
unidades a la izquierda. Pruebe algebraicamente que esto €s
cierto.

Para y = 7% encuentre x si y = 4. Redondee su respuesta a dos
decimales.

Para y = 2%, determine x si y = 9. Redondee su respuesta a dos
decimales.

Crecimiento de células El nimero de células de un cultivo s¢
incrementa a razén de 7% por hora. Al inicio estdn presentes
1000 células. ;Después de cudntas horas completas habré al
menos 3000?

Crecimiento de bacterias De acuerdo con el ejemplo 1, ;e
cuénto tiempo existirdn 1000 bacterias? Redondee su respues
ta a la décima de minuto mds cercana.
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Flss' Ecuacion de demanda La ecuacién de demanda para un ju- (Una pista: Encuentre un niimero x tal que 0.95123 = ¢7*.)

guete nuevo es

(¢) Utilice la ecuacion del inciso (b) para evaluar ¢ al entero

g = 10 000(0.95123) mds cercano cuando p = 10. Sus respuestas en los incisos (a)

(a) Evalte g al entero mds cercano cuando p = 10.

(b) Convierta la ecuacién de demanda a la forma

y (c) deben ser iguales.

17159. Inversion Si se invierten $2500 en una cuenta de ahorros que
genera interés a 4.3% compuesto anualmente, ;jdespués de

g =10 000e™ cuéntos aflos completos la cantidad al menos se duplicara?

OBJETIVO

6.2 Funciones logaritmicas

ntroducir las funciones logaritmicas y sus
graficas. Las propiedades de los logaritmos
se estudiaran en la seccion 6.3.

APUNTADOR >
para repasar las funciones inversas,
vaya a la seccion 3.4.

—

TABLA 6.3 Valores seleccionados
de la funcién

E : 2% X log, x
E S S

P i 3 -1
m 1 1 0
. : 2 2 1
‘ 4 4 2
ki 8 8 3

Debido a que todas las funciones exponenciales pasan la prueba de la recta horizontal,
todas son funciones uno a uno. De esto se deduce que cada funcién exponencial tiene
una inversa. Dichas funciones inversas a las funciones exponenciales se llaman funcio-
nes logaritmicas.

De manera mds precisa, si f(x) = b*, la funcién exponencial base b (donde 0 < b < 1
01 < b), entonces la funcién inversa f~!(x) se llama la funcion logaritmica base b y se
denota log, x. Esto surge de las observaciones generales acerca de las funciones inversas
expuestas en la seccion 3.4:

y = log,x siy sélo si b’ =x
y se tienen las siguientes ecuaciones fundamentales:
log,b* = x @

blogsx = x 2)
donde la ecuacion (1) se aplica para toda x en (—oo, co) —que es el dominio de la
funcién exponencial base b— y la ecuacién (2) se aplica para toda x en el rango de la
funcion exponencial base b —que es (0, c0) y necesariamente el dominio de la funcién
logaritmica base b —. Dicho de otra forma, dada x positiva, log,x es el nimero unico
con la propiedad de que b'°%* = x. Las generalidades sobre las funciones inversas tam-
bién permiten ver de inmediato como se ve una funcion logaritmica.

En la figura 6.16 se muestra la grafica de la funcién exponencial particular
y = f(x) = 2%, cuya forma general es tipica de las funciones exponenciales y = b* para
la cual la base b satisface 1 < b. Se ha agregado una copia (punteada) de la recta y = x.
La grifica de y = f~!(x) = log,x se obtiene como la imagen de espejo de y = f(x) = 2*
enlalineay = x.

En la tabla 6.3 se han tabulado los valores de la funcién que aparece como las coor-
denadas y de los puntos en la figura 6.16.

-

FIGURA 6.16 Gréficasde y = 2*y y = log,x.
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Formas logaritmica
y exponencial

Logaritnio Ex

ponente
log,8 =3 B -3g
T T
base base

FIGURA 6.17 Un logaritmo
puede considerarse un exponente.

PRINCIPlOS EN PRACTICA 1

CONVERSION DE FORMA EXPONENCIAL
A FORMA LOGAR‘TMICA

Si ciertas bacterias se han estado

duplicando cada hora, y la cantidad
actual es 16 veces la cantidad que se

inicio, entonces la sntuacuén
fpue”de representarse por 16 = 2. Ex-
_prese esta ecuacion en forma |oga-
ntmlca ¢Qué significa 1?

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2

Un terremoto que atcanzé 8 3 enla
 Richter puede representarse

= logyg () donde I es

la lntens:dad del sismo e 7, es la in-
tensidad de un sismo de mvel cero.
Represente esta ecuacaon en forma
exponencial. ~

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3

GRAFICA DE UNA FUNCION
LOGARITMICA CON b > 1

Suponga que una planta de recicla-
do sabe que la cantidad de material
que se reciclard ha aumentado un
50% cada afo, desde su primer afio
de operacién. Haga la grafica de
cada afio como una funcién del au-
mento multiplicativo en el reciclado
desde el primer afio. Etiquete la gra-
fica con el nombre de la funcién.

|

Capitulo 6 Funciones exponenciales y logaritmicas

Resulta claro que la funcién exponencial base 2 y la funcion logaritmica bage 2
“deshacen” sus efectos entre si. Por lo tanto, para toda x en el dominio de 2%, [que &
(—00,00)], se tiene

log,2* = x
y, para toda x en el dominio de log,x [que es el rango de 2*, el cual es (0, 00)], se tiene
Qg = x
No puede decirse muy a menudo que
= log,x significa bY=x
y viceversa
b» = x significa y = log,x

En este sentido, el logaritmo de un niimero es un exponente: log,x es la potencia ala
cual debe elevarse b para obtener x. Por ejemplo,

log,8 =3 porque 2°=38
Se dice que log, 8 = 3 es la forma logaritmica de la forma exponencial 2° = 8. (Veala

figura 6.17.)

® EJEMPLO 1 Conversion de forma exponencial a forma logaritmica

Forma exponencial Forma logaritmica

a. Como 52=25 se concluye que log, 25 =2
b. Como 3+ =181 se concluye que log, 81 = 4
¢. Como 10°=1 se concluye que log,,1=0

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 {/@@

@ EJEMPLO 2 Conversion de forma logaritmica a forma exponencial

Forma logaritmica Forma exponencial

a. log,, 1000 = 3 significa 103 = 1000
1 -
b. logy, 8 =2 significa 6412 =8
oL - L1
¢ log, 14 = —4 significa 274 = 16

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 @00

'® EJEMPLO 3 Grafica de una funcién logaritmica con b > 1

Examine de nuevo la grdfica de y = log,x de la figura 6.16. Es tipica para una funcion
logaritmica con b > 1.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 9 ”



pRINCIPIOS EN PRACTICA 4

a afo. Haga la grafica del

aﬁos que cierto prople-

ZIor original. Marque

con el nombre de la fun-
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'® EJEMPLO 4 Grafica de una funcién logaritmica con 0 < b < 1
Grafique y = logl/2 X

Solucién: Para graficar los puntos se usa la forma exponencial equivalente y = (%)X yse
refleja la gréfica en la recta y = x.

y

FIGURA 6.18 Grificasde y = (3) yy = log, , x.

A partir de la gréfica, puede verse que el dominio de y = log, , x estd conformado
por el conjunto de todos los nimeros reales positivos, que es el rango de y = ( ) yel
rango de )= log, pnX consiste en todos los nimeros reales, que a su vez es el dominio
dey= (l) La grafica desciende de izquierda a derecha. Los niimeros entre O y 1 tlenen
logaritmos base % positivos y, entre mds cerca estén del 0, mayor es su logaritmo base 3 3.
Los nimeros mayores que 1 tienen logaritmos base %- negativos. El logaritmo de 1 es 0,
sin importar la base b,y corresponde a la interseccion x (1, 0). Esta grafica es represen-
tativa para una funcién logaritmica con 0 < b < 1.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 11

b y = log, x, ¥
b>1

(a) (®)
FIGURA 6.19 Formas generales de y = log, x.

Para resumir los resultados de los ejemplos 3 y 4, puede decirse que la grafica de
una funcién logaritmica tiene una de dos formas generales, dependiendo si b > 1 o si
0 < b <1 (vea la figura 6.19). Para b > 1 la gréfica asciende de izquierda a derecha;
conforme x se acerca a 0, los valores de la funcién disminuyen indefinidamente y la
grifica se hace cada vez mas proxima al eje y. Para 0 < b < 1, la grafica desciende de
izquierda a derecha; conforme x se acerca a 0, los valores de la funcién crecen indefini-
damente y la grafica se acerca al eje y. En cada caso observe que:

1. El dominio de una funcién logaritmica es el intervalg (0, 00). Esto es, no existe loga-
ritmo de nimeros negativos ni del 0.
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Debe familiarizarse con la grafica del
logaritmo natural de la figura 6.20.

FIGURA 6.20 Graficade la
funcién logaritmo natural.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 5

Recuerde la manera en la que
un logaritmo se convierte en un
exponente.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6

2. El rango es el intervalo (—oo, 00).
3. Ellogaritmo de 1 es 0, que corresponde a la interseccidn x (1, 0).

Los logaritmos de base 10 son llamados logaritmos comunes. Se utilizaban con fre_
cuencia para propésitos de computo antes de la época de las calculadoras. En genery)
se omite el subindice 10 de la notacidn: :

log x significa log,x

Los logaritmos de base e son importantes en el calculo y se conocen como logarit.
mos naturales. Para tales logaritmos se usa la notacién “In”:

Inx significa log,x

El simbolo In x puede leerse “logaritmo natural de x”. Su calculadora da valores aproxj.
mados para los logaritmos naturales y comunes. Por ejemplo, verifique que In 2 ~
0.69315. Esto significa que €*%%!> =~ 2. La figura 6.20 muestra la grafica de y = Iny,
Como e > 1, la gréfica tiene la forma general de una funcién logaritmica donde b > |
[vealafigura 6.19(a)] y asciende de izquierda a derecha. Aunque estdn bien establecidas
las convenciones acerca de log, sin subindice, y In en los libros elementales, debe tener
cuidado al leer textos avanzados. En ese tipo de libros, por lo general log x significa log,
x,y In no se utiliza, ademas los logaritmos base 10 se escriben de manera explicita como
log,, x.

® EJEMPLO 5 Calculo de logaritmos

a. Encuentre log 100.

Solucién: Aqui la base es 10. Asi que log 100 es el exponente al que debe elevarse
10 para obtener 100. Como 10% = 100, log 100 = 2.

b. EncuentreIn 1.

Solucion: Aquilabase ese. Comoe®=1,In1= 0.
¢. Encuentrelog0.1.

Solucion: Como 0.1 = §; = 107!, log 0.1 = —1.

EncuentreIn e

&

Solucién: Como In e~ ! es el exponente al que debe elevarse e para obtener e}, es
claroquelne ! = —1.

e. Encuentre log, 6.
Solucion: Como 36!/2 (= 1/36) es 6,log,, 6 = 3
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 {1@®

Muchas ecuaciones que incluyen formas logaritmica o exponencial, pueden resol-
verse para una cantidad desconocida transformando primero de la forma logaritmica a
la exponencial o viceversa. El ejemplo 6 ilustra esta accién.

'® EJEMPLO 6 Resolucién de ecuaciones logaritmicas y exponenciales

a. Resuelvalog, x = 4.

Solucién: Puede obtenerse una expresion explicita para x al escribir la ecuacién en
forma exponencial. Resulta
2=x

de modo que x = 16.
b. Resuelvaln(x + 1) = 7.

Solucion: De la forma exponencial resulta e’ = x + 1. Asi,x = ¢’ — 1.
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FIGURA 6.21 Funcién de decaimiento
radiactivo N = 10e~0:00501,

Secc. 6.2 Funciones logaritmicas 251

¢. Resuelvalog, 49 = 2.

Solucion: En la forma exponencial, x?> = 49, de modo que x = 7. Se rechaza x = -7,
porque un niimero negativo no puede ser una base de una funcién logaritmica.

d. Resuelva e = 4.

Solucion: Puede obtenerse una expresion explicita para x al escribir la ecuacién en
forma logaritmica. Se tiene
In4 = 5x
In4
5
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 49

<0
Decaimiento radiactivo y vida media

A partir del estudio de decaimiento de un elemento radiactivo de la seccién 6.1, se sabe
que la cantidad presente en el instante ¢ estd dada por

N =N 3)

donde N, es la cantidad inicial (la cantidad en el instante ¢ = 0) y A es la constante de
decaimiento. Ahora se determinard la vida media T del elemento. En el instante T, se
encuentra presente la mitad de la cantidad inicial. Esto es,cuando ¢t = T,N = N, /2. Asi,
de la ecuacién (3), se tiene

2 =N —=AT
2 e
Al resolver para T, se obtiene
1 eur
E =e
2 =gt (al tomar reciprocos de ambos lados)

Para obtener una expresién explicita para 7, se convierte a la forma logaritmica. Esto
resulta en

AT =1In2
p_ n2
A

Para resumir, se tiene lo siguiente:

® EJEMPLO 7 Determinacion de la vida media

Una muestra de 10 miligramos de polonio radiactivo 210 (que se denota por 21°Po) decae
de acuerdo con la ecuacion
N = 106_0‘0050“

donde N es el niimero de miligramos presentes después de t dias (vea la figura 6.21). De-
termine la vida media del *'°Po.

Solucion: Aqui la constante de decaimiento A es 0.00501. Por la ecuacién (4), la vida
media estd dada por:
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Problemas 6.2

En los problemas 1 a 8, exprese cada forma logaritmica de manera
exponencial y cada forma exponencial de manera logaritmica.

1. 10* = 10000 2. 2 = log,, 144
3. log, 64 = 6 4. 873 =4

5. e° =20.0855 6. 03347 = 1 4

7. In3 = 1.09861 8. log5 = 0.6990

En los problemas 9 a 16, grafique las funciones.

Y. y= f(x) =logy x 10. y = f(x) = logy2x
1. y = f(x) =logy 4 12. y = f(x) =logy/5x
3. y=f(x) =log (x —4) 14, y = f(x) = log, ()
15. y = f(x) = 2Inx 16. y = f(x) = In(x +2)
En los problemas 17 a 28, evaliie la expresion.

17. log, 36 18. log, 64 19. log; 27
20. log;c 4 21. log;7 22. log 10 000
23. 1og0.01 24. log, V2 25. logs 1

26. logs 27. log, 1 28. log, V4
Encuentre x en los problemas 29 a 48.

29. logzx =4 30. log, x =8

31. logsx =3 32. logyx =0

33. logx = -1 34. Inx =1

35. Inx = -3 36. log, 25 =2

37. log, 8 =3 38. log, 3

39. log, ¢ = -1 40. log, y =1

41. logyx = =3 42. log,(2x —3) =1

43. log, (6 —x) =2 4. logg64 =x —1

45. 2 +log,4=3x—1 46. logy(x +2) = —

47. log,(2x +8) =2 48. log, (6 +4x —x?) =2

Encuentre x en los problemas 49 a 52 ademads exprese su respuesta en
términos de logaritmos naturales.

49, e3x =2
51. e 5 +1=4

50. 0.1e%1* = 0.5
52, 6e> —1 =1}

@En los problemas 53 a 56, utilice su calculadora para encontrar el

valor aproximado de cada expresion. Redondee su respuesta a cinco
decimales.

53. In5
55. In 7.39

54. In 4.27

56. In 9.98

57. Apreciacion Suponga que una antigiiedad incrementa su va-
lor en 10% cada afno. Haga una gréfica del nimero de afios que
cierto propietario la conserva como una funcién del aumento

multiplicativo de su valor original. Marque la gréfica con el
nombre de la funcién.

58. Ecuacion de costo Para una compaiiia, el costo por producir
q unidades de un producto estd dado por la ecuacién

c=3qlng)+ 12

Evalie el costo cuando g = 6. (Redondee su respuesta a dos
decimales.)

59. Ecuacion de oferta La ecuacion de oferta de un fabricante es

q
—log (1 +_>
Og(o 2

donde g es el nimero de unidades ofrecidas al precio unitarjy
p. (A qué precio el fabricante ofrecera 1980 unidades?

60. Terremoto La magnitud, M,de un terremoto y su energa, E,
estan relacionadas por la ecuacion’

E
balE =iy (2.5 X 10“>

donde M estd dada en términos de la escala preferencial de Ri-
chter de 1958 y E se encuentra en ergios. Resuelva la ecuacigp
para E.

61. Biologia Para cierta poblacion de células, el nimero de ellag
en el instante ¢ estd dado por N = N, (27%), donde N, es el
nimero de células en t = 0 y k es una constante positiva.

(a) Encuentre N cuando ¢t = k. (b) ;Cuadl es el significado
de k? (c) Demuestre que el tiempo necesario para tener una
poblacién de N, puede escribirse como

M
t = klog, —
82 No
62. Bienes secundarios En un andlisis de bienes secundarios,
Persky® resuelve una ecuacion de la forma
2
X
uy = A ln(xl) I ?2

para x;, donde x, y x, son cantidades de dos productos, u, es
una medlda de la utilidad y A es una constante positiva. Deter-
mine x,.

*63. Decaimiento radiactivo Una muestra de 1 gramo de plomo
211 radiactivo (*''Pb) decae de acuerdo con la ecuacién N =
e~ 001920t donde N es el nimero de gramos presentes después
de  minutos. Encuentre la vida media del 2''Pb a la décima de

minuto més cercana.

64. Decaimiento radiactivo Una muestra de 100 miligramos de
actinio 277 radiactivo (**’Ac) decae de acuerdo con la ecuacién

N = 1006*0403194!

donde N es el nimero de miligramos presentes después de ¢
afios. Encuentre la vida media del *’Ac a la décima de afio
mas cercana.

65. Silog x =3ylog x = 2, encuentre una férmula para z como
una funcién explicita que dependa sélo de y.

66. Despeje y como una funcién explicita de x si
x+3e»-8=0

. Suponga que y = f(x) = x In x. (a) ;Para qué valores dexes
y < 0? (Una pista: Determine el momento en que la gréfica; .
estd por debajo del eje x.) (b) Determine el rangode f. . 4

. Encuentre la interseccion con el eje x de y = x* In x.

. Use la gréfica de y = e para estimar In 3. Redondee su res-
puesta a dos decimales.

. Utilice la gréifica de y = In x para estimar ¢*. Redondee su
respuesta a dos decimales.

. Determine los valores en x de los puntos de interseccion del‘
grificas de y = (x — 2)?y y = In x. Redondee sus respuestasa
dos decimales.

K. E. Bullen, An Introduction to the Theory of Seismology (Ciﬂﬂb"id’I
Reino Unido: Cambridge at the University Press, 1963).

SA. L. Persky, “An Inferior Good and a Novel Indifference Map”s ™
American Economist, XXIX, nim. 1 (primavera de 1985).
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6.3 Propiedades de los logaritmos

getudiar las propiedades bésicas de las
funciones logaritmicas.

& ADVERTENCIA

Asegurese de que entiende
daramente las propiedades 1, 2y 3,
|as cuales no se aplican al logaritmo
deuna suma [log, (i + )], al
logaritmo de una diferencia
[lOgb(m — n)|, al producto de dos
logaritmos [(log,m)(log,n)], niala
log;, m
log, n jl

division de dos Iogaritmos[

TABLA 6.4 Logaritmos comunes

log x X log x
0.3010 7 0.8451
0.4771 8 0.9031
0.6021 9 0.9542
0.6990 10 . 1.0000
0.7782 e 0.4343

inque los logaritmos del ejemplo 1

I3, se hara uso de las propiedades
2 los logaritmos.

den encontrarse con una calcula-

La funcién logaritmica tiene muchas propiedades importantes. Por ejemplo,
1. log,(mn) =log, m + log, n

que dice que el logaritmo del producto de dos nimeros es la suma de los logaritmos
de esos nimeros. Esta propiedad puede probarse al derivar la forma exponencial de la
ecuacion:
blogh m+logyn _ mn
Si se usa primero una regla conocida para los exponentes, se tiene
blog,, m+log,n _ blng,, mblogbn
=mn

donde la segunda igualdad usa dos instancias de la ecuacion fundamental (2) de la sec-
cién 6.2. Las dos propiedades siguientes no se probardn, porque sus demostraciones son
similares a la de la propiedad 1.

2. log, % = log, m — log, n

Es decir, el logaritmo de una division es la diferencia del logaritmo del numerador
menos el logaritmo del denominador.

3.log,m" =rlog, m

Es decir, el logaritmo de una potencia de un nimero es el exponente por el logaritmo
del nimero.

En la tabla 6.4 se proporcionan los valores de algunos logaritmos comunes. La
mayoria de las entradas son aproximadas. Por ejemplo, log 4 = 0.6021, que significa
1007021 = 4, Para ilustrar el uso de las propiedades de los logaritmos, se usard esta tabla
en algunos de los ejemplos siguientes.

® EJEMPLO 1 Determinacion de logaritmos con el uso de la tabla 6.4
a. Encuentre log 56.

Solucién: log 56 no esta en la tabla. Pero puede escribirse 56 como el producto de
8 - 7. Asi, por la propiedad 1,

log 56 = log(8 - 7) = log 8 + log 7 = 0.9031 + 0.8451 = 1.7482
b. Encuentre log g.

Solucion: Por la propiedad 2,
9
log s = log9 —log2 = 0.9542 — 0.3010 = 0.6532

¢. Encuentre log 64.
Solucién: Como 64 = 8% por la propiedad 3,
log 64 = log 8 = 2 log 8 = 2(0.9031) = 1.8062
d. Encuentre /5.

Solucién: Por la propiedad 3, se tiene

1 1
log V5 = log5""? = Zlog5 ~ - (0.6990) = 0.3495
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16
. log 5.
e. Encuentre log 1
Solucién:
16 2
log — = log16 —log21 = log(4?) — log(3 - 7)

21
=2 log4 — [log3 +1log7]

~ 2(0.6021) — [0.4771 + 0.8451] = —0.1180

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 ‘,m

® EJEMPLO 2 Reescritura de expresiones logaritmicas

1
a. Exprese log — en términos de log x.
b
Solucion:
1
log 2 logx™% = —2logx (Propiedad 3)

Aqui se ha supuesto que x > 0. Aunque log(1/x?) esta definido para x # 0, la expre-
sién —2 log x s6lo esta definida si x > 0. Observe que se tiene

1 -2
log 2 logx™ = —2log|x|
para toda x # 0.

b. Exprese log 1 en términos de log x, para x > 0.
x

Solucién: Por la propiedad 3,
1
log — =logx™! = —1logx = —log x
X
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 @@

Del ejemplo 2(b), se observa que log(1/x) = —log x. Si se generaliza se obtiene’
propiedad siguiente:

non
4. log, . —log,m

Es decir, el logaritmo del :recfproco de un niimero es el negativo del logaritm
nimero. - - - ~ =
2 3

P ] l s — B e =
or ejemplo, log 3 log >

® EJEMPLO 3 Escritura de logaritmos en términos de logaritmos

mas simples
Las manipulaciones como las del x
ejemplo 3 se utilizan con frecuencia a. Escribaln == en términos deln x, In z y In w.
en calculo. .
Solucién:
x : .
In— = Inx — In(zw) (Propiedad 2)
w
=Inx —(Inz +Inw) (Propiedad 1)

=Inx—Inz—Inw

xS(x —2)8
b. Escribaln | % en términos de In x, In(x — 2) y In(x — 3).



PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

OMBINACION DE LOGARITMOS

]:'medida en la escala de Richter
e un terremoto estd dada por

1@(}0) donde Z.e Ia Intensiclad

el terremoto e I, es la intensidad de
n terremoto de nivel cero. ;Cuan-
as veces es mayor, en la escala de
chter, un terremoto con intensi-
lad 900000 veces la intensidad de
n terremoto con nivel cero, que
n terremoto con intensidad 9000
es la intensidad de un terremoto
nivel cero? Escriba la respuesta
0 una expresion que incluya lo-
itmos. Simplifique la expresién
r medio de reduccion de logarit-
s, y después evalde la expresion

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2
IMPLIFICACION DE EXPRESIONES

de Richter? Escriba la respuesta
Mo una expresion logaritmica y
nplifiquela. (Para obtener la férmu-
b vea Principios en practica 1.)
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JaRE—28  [#Fe—2PF 1/3_1 (x —2)8
o X —3 =i x=—3 _§ln x=3

= %{ln[xs(x —2)8] — In(x — 3)}

Solucion:

= %[ln x° +In(x —2)* — In(x — 3)]

= %[SInx +8In(x —2) —In(x — 3)]

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 29  @®

® EJEMPLO 4 Combinaciéon de logaritmos
a. Escribaln x — In(x + 3) como un solo logaritmo.

Solucion:
Inx —In(x +3) =1In

p j_ 3 (Propiedad 2)
b. Escribaln x + In 7—In 2—2 In 4 como un solo logaritmo.

Solucién:
In3+In7—-In2—-2In4

=In3 +1In7 —In2 — In(4?)
=In3+1In7 — [In2 + In(4?)]
=In(3-7) —In(2 - 4%)

=1n21 —1n32

—n 21
32

(Propiedad 3)
(Propiedad 1)

(Propiedad 2)
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 37  @®

Como b° = 1y b! = b, al convertir a formas logaritmicas se tienen las propiedades
siguientes:

Shpiee

6.log,b=1

‘® EJEMPLO 5 Simplificacion de expresiones logaritmicas
a. Encuentre In e,

Solucion: Por la ecuacion fundamental (1) expuesta en la seccion 6.2, donde b = e,
se tiene In €3 = 3x.

b. Encuentrelog 1 + log 1000.
Solucion: Por la propiedad 5,log 1 = 0. Por lo tanto,
log1 + 1log 1000 = 0 + log 10°

=0+3

(Ecuacién fundamental (1)
=3 de la seccion 6.2 donde b = 10)

¢. Encuentre log, V8.

Solucion:
log;, V78 = log, 7%9 =

O | o
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e. Encuentre log E
21
Solucion:
16 2
log 5= log 16 — log?21 = log(4”) — log(3 - 7)
=2 log4 — [log3 + log7]

~2(0.6021) — [0.4771 + 0.8451] = —0.1180

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 ”
® EJEMPLO 2 Reescritura de expresiones logaritmicas

1
a. Exprese log 2 términos de log x.
Solucion:
lo —1—=lO x 2= —2logx (Propicdad 3)
g2 g- g (Fropreda

Aqui se ha supuesto que x > 0. Aunque log(1/x?) estd definido para x # 0,la expre.
sion —2 log x sélo esta definida si.x > 0. Observe que se tiene

1 -2
log 2 logx™ = —2log|x|
para toda x # 0.

b. Exprese log L en términos de log x, para x > 0.
b

Solucion: Por la propiedad 3,
1
log— =logx™! = —1logx = —log x
b
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 @@

Del ejemplo 2(b), se observa que log(1/x) = —log x. Si se generaliza se obtiene la
propiedad siguiente:

4. logb% = —log, m

Es decir, el logaritmo del reciproco de un niimero es el negativo del logaritmo
ndmero.

Por ejemplo, logg = —log %

® EJEMPLO 3 Escritura de logaritmos en términos de logaritmos
mas simples

Las manipulaciones como las del X
ejemplo 3 se utilizan con frecuencia a. Escribaln = en términos de In x, In z y In w.
en calculo. g

Solucién:
X ; -
In — = Inx — In(zw) (Propicdad 2)
w
=Inx —(Inz +Inw) (Propiedad 1)

=Inx —Inz—Inw

Jx5(x —2)8
b. Escriba In % en términos de In x, In(x — 2) y In(x — 3).



PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

ACION DE LOGARITMOS

ida en la escala de Richter
‘terremoto estd dada por
i), donde I es la intensidad
oto e  es la intensidad de
smoto de nivel cero. ;Cuan-
35 es mayor, en la escala de
n terremoto con intensi-
D000 veces la intensidad de
oto con nivel cero, que
oto con intensidad 9000
ntensidad de un terremoto
' cero? Escriba la respuesta
expresion que incluya lo-
Simplifique la expresion
o de reduccion de logarit-
spués evalue la expresion

RINCIPIOS EN PRACTICA 2

ACION DE EXPRESIONES

oto es 10000 veces mas
o un terremoto de nivel
es su medida en la esca-
r? Escriba la respuesta
3 expresion logaritmica y
ela. (Para obtener la féormu-
ipios en practica 1.)
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5(y —7)8 5(v —9)8713 50, _ 9\8
&l * (x —2) 1 * (x—2) _ l]nx (x—2)
x =3 x—3 3 x =3

= %[ln[xs(x -2)% = In(x — 3)}

Solucion:

= %[lnx5 +In(x — 2)® — In(x - 3)]

= %[51nx +8In(x —2) — In(x — 3)]

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 29 ~ @®

® EJEMPLO 4 Combinacion de logaritmos

a. Escribalnx — In(x + 3) como un solo logaritmo.

Solucion:

Inx — In(x +3) = In — (Propiedad 2)
X

+ 3

b. Escribaln x + In 7—In 2—2 In 4 como un solo logaritmo.

Solucion:
In3+In7—-1In2—-2In4

=In3 +In7 —In2 — In(4%)
=In3+1In7 — [In2 + In(4?)]
=1In(3-7) — In(2 - 4%)

=1n21 —1In32
21

=1n—— (Propiedad 2)

32

(Propicdad 3)

(Propicdad 1)

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 37 @@

Como b° = 1y b! = b, al convertir a formas logaritmicas se tienen las propiedades

siguientes:

5.log,1=0 s
6.log, b =1

EJEMPLO 5 Simplificacion de expresiones logaritmicas

. Encuentre In e,

Solucion: Por la ecuacion fundamental (1) expuesta en la seccion 6.2, donde b = e,
se tiene In e* = 3x.

. Encuentre log 1 + log 1000.

Solucion: Por la propiedad 5,log 1 = 0. Por lo tanto,

log1 +log 1000 = 0 + log 10°
=0+3 (Ecuacion fundamental (1)

=3 de la seccion 6.2 donde b = 10)

. Encuentre log, V7.

Solucion:
log; V78 = log, 7%° =

N=lies)
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27
d. Encuentre log, (8—1>

Solucion: :
27 3° g
log, <ﬁ> = log; <3—) =log;(3 l) =~

e. EncuentreIne + log %
Solucion:
Ine + logll—0 =1Ine +log10"
=1+4+(-1)=0

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 41 @gg
No confunda In x? con (In x)?. Se tiene

In x*> = In(x - x)
pero
(In x)?> = (In x)(In x)

Algunas veces (In x)? se escribe como In® x. Esta no es una nueva férmula, sino sglg
una notacién. De manera mas general, algunas personas escriben f?(x) para (f(x))2 Se
recomienda evitar la notacion f?(x).

® EJEMPLO 6 Uso de la ecuacién (2) de la seccién 6.2
a. Encuentre e™~.
Solucion: Por (2),donde b = e, el = 2,
b. Resuelva 10°¢*" = 25 para x.
Solucion:
10'8%* = 25
2

5

(S}

) ! 7]
rcion (2) de la seecton 6.2

i

X

Il

X

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 45 @@@

® EJEMPLO 7 Evaluacion de logaritmos de base 5
Utilice una calculadora para encontrar log 2.

Solucién: Las calculadoras comunes tienen teclas para logaritmos de base 10 y de base
e, pero no para base 5. Sin embargo, es posible convertir logaritmos de una base a otra
Ahora se convertira de base 5 a base 10. Primero, se establece x = log, 2. Entonces
5% = 2. Al tomar los logaritmos comunes en ambos lados de 5* = 2, se obtiene

log5* =log2
xlog5 =log?2
log?2

x = —— =0.4307
log5

Si se hubieran tomado logaritmos naturales en ambos lados, el resultado serfax =
(In 2)/(In 5) = 0.4307, igual que antes.

Si se generaliza el método utilizado en el ejemplo 7 se obtiene la llamada férmuld
de cambio de base:

Foérmula de cambio de base

log, m
log, b

7. log,m =
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Algunos estudiantes opinan que la férmula para el cambio de base es mas ficil de
recordar cuando se expresa en la forma

(log, b)(log, m) = log, m

en la cual aparentemente se cancelan las dos instancias de b. Ahora se vera como probar
esta identidad, pues la capacidad de comprobar la verdad de dichos enunciados mejora
la habilidad de usarlos en aplicaciones practicas. Como log, m = y precisamente si @* =
m, esta tarea es equivalente a mostrar que

a(log” b)(log, m) _ m
y se tiene que
a(lng” b)(log, m) _ (alogd h)]“g;. ni
= plogym

=m

si se usa una regla para exponentes y la ecuaciéon fundamental (2) dos veces.
La férmula de cambio de base permite la conversion de logaritmos de base b a base a.

@ EJEMPLO 8 Férmula de cambio de base
Exprese log x en términos de logaritmos naturales.

Solucion: Debe transformarse de base 10 a base e, por lo que se utiliza la férmula de
cambio de base (propiedad 7) donde b = 10,m = xya =e.

ledad 7,

lucion: Para introducir la funcién, primero se convier-
a la base e 0 a la base 10. Se elige la base e. Por la pro-

log,x Inx

| | log, x Inx
b i — 0 3 A = —
O8% T O80T T 150 10 In10
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 49 @@
ECNOLOGIA
"blema: Despliegue la grafica de y = log, x. 10

~10 e 10

: de una calculadora.

‘ n log7 748

12. logs(5V5)°

i =log,x = —
5 * B2 log,2 In2
3 . ~10
thora se grafica y = (In x)/(In 2), que se muestra en la
sura 6.22. FIGURA 6.22 Grifica de y = log,x.
Problemas 6.3
- Enlos problemas 1 a 10 se establece quelog2 =a/log3=by 14, 10log34 15. Ine>0! 16. In ¢
S=c Exprese el logaritmo indicado en términos de a, b y c. 1 i .
" 17. In — 18. log; 81 19, log 15 +1lne
2 &2
L log30 2. log16 t log =
3 20. eln'n'
S 8 6
4 log = log = S
82 5. log 3 6. log 5
1 log 36 8. log 0.00003 9. log, 3 En los problemas 21 a 32, escriba la expresion en términos de In x,
n, N ) In(x + 1) yIn(x + 2).
log, 5
En), 21. In(x(x + 1)?) 22. In V%
108 problemas 11 a 20, determine el valor de la expresion sin el * TR )

o o |

‘.Z
23. In — 24. In(x(x + 1))
13. log 0.0000001 Te 1) n(x(x +1))
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x+1 4
25. In ( ) 26. Inx(x +1)(x +2)
% 42
X ¥2(x +1)
ol 28 X
2. 0 e e+ 12
29. 1 vE 30. In .S

"G DA +2) G+Dx+2)

1 4/ x2 [ x3(x +2)?
1. RNk e
. lrl(x+2 x+l> ey

En los problemas 33 a 40, exprese cada una de las formas dadas
como un solo logaritmo.

33. log6 +log4

34. log; 10 —logz 5

1
35. log,(2x) — logy(x + 1) 36. 2logx — > log(x —2)

37. 5log, 10 +2log, 13 38. 5(2logx +3logy —2logz)

39. 2+ 10log 1.05
1
40. - (log215 + 8log6 — 3log 169)

En los problemas 41 a 44, determine los valores de las expresiones
sin utilizar una calculadora.
41, 4In3-3In4

42. log,[In(V5 + €2 +V5) +In(v/5 + 2 — V3)]

43. logg 54 — logg 9

44. log; V3 — log, V2 — logs V/5

Encuentre x en los problemas 45 a 48.

46. 4logix+log,2 _ 3
47, 10'08%* =4 48. Shnx =8

En los problemas 49 a 53, escriba cada expresion en términos de
logaritmos naturales.

49, log,(2x +1)

45, @) =5

50. logz(x* +2x +2)

51. logz(x* +1) 52. logs(9 — x?%)

OBJETIVO

53.
54.

55.

56.

6.4 Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

. Muestre las graficasde y = logxyy =

Si e = 7e¥, resuelva para y en términos de z.

Estadistica En estadistica, la ecuacion de regresién Y =ap
reduce a una forma lineal tomando logaritmos en ambog lad
Exprese log y en términos de x,log a y log b, y explique qué
significa que la expresion resultante sea lineal.

Remuneracion militar En un estudio de reclutamientq mili.
tar, Brown’ considera la remuneracion militar total C como
suma de la remuneracién militar bésica B (que incluye ¢] valor
de los gastos, las exenciones fiscales y el salario base) y Iag
prestaciones de educacién E. Asi, C = B + E. Brown establece
que

InC=InB+In <1+§>

Verifiquelo.

Terremoto De acuerdo con Richter.? la magnitud M de yp
terremoto que ocurre a 100 km de cierto tipo de sismégrafo
estd dada por M = log(A) + 3, donde A es la amplitud del tra.
zo registrado (en milimetros) del terremoto. (a) Encuentre |5
magnitud de un terremoto que registra una amplitud de trazq
de 10 mm. (b) Si un terremoto tiene amplitud A, y magnitud
M,, determine la magnitud de un temblor con amplitud 104,
en términos de M.

. Muestre la grafica de y = log, x.
. Muestre la gréfica de y = log,(x + 2).

In10

en la misma pan-

talla. Parecen ser idénticas. ;Por qué?

. En la misma pantalla, despliegue las grificasde y = Inxy

de y = In(4x). Parece que la grafica de y = In(4x) es la de
y = In x recorrida hacia arriba. Determine de manera algebrai-
ca el valor de este corrimiento.

. En la misma pantalla, exhiba las graficas de y = In(2x) y

de y = In(6x). Parece que la gréifica de y = In(6x) es la de
y = In(2x) recorrida hacia arriba. Determine algebraicamente
el valor de este corrimiento.

—o 00

Desarrollar técnicas para la resolucion de
ecuaciones logaritmicas y exponenciales.

Aqui se resolveran ecuaciones logaritmicas y exponenciales. Una ecuacién logaritmica
incluye al logaritmo de una expresién que contiene una incégnita. Por ejemplo, 2 In(x

+ 4) = 5 es una ecuacién logaritmica. Por otro lado, en una ecuacién exponencial la
incOgnita aparece en un exponente, como en 2% = 7.

Para resolver algunas ecuaciones logaritmicas, es conveniente aprovechar el hecho
de que para cualquier base b, la funcién y = log, x es uno a uno. Por supuesto, €sto

significa que

si log, m =log, n

entonces m =n

Esto es evidente de manera visual al inspeccionar las dos formas posibles de y = log, ¥
que se dan en la figura 6.19. En cualquiera de los casos, es claro que la funcién pasa la
prueba de la linea horizontal de la seccién 3.5. Por otro lado, ya se ha observado qué
las funciones exponenciales y = b* son uno a uno, lo que significa que

si

b™ = p"* entonces m =n

’C. Brown, “Military Enlistments: What Can We Learn from Geographic Variation?”, The American
Economic Review,75,ntim. 1 (1985),228-234.
8C. F. Richter, Elementary Seismology (San Francisco: W. H. Freeman and Company, 1958).



PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

CION DE UNA ECUACION
NCIAL

0gié un numero y lo multi-
r una potencia de 32. Jean
n el mismo resultado, cuan-
lla lo multiplicé por 4 elevado a
ero que era nueve unidades
r que tres veces el exponente
itilizé Greg. (Qué potencia de
liz6 Greg?

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2

DE I;OGARITMOS PARA RESOLVER
ECUACION EXPONENCIAL

ente de ventas de una cade-
de comida rédpida determina
: las ventas del desayuno em-
n a disminuir el final de una
afia promocional. La venta
délares, como una funcién del
ro de dias d después de que
mina la campafa, esta dada por

4\ 01 ~
0 (3) . Si el gerente no

8re que las ventas caigan por de-
0 de 450 por dia antes de iniciar
ueva campafia, (cuando debe
Ciar dicha campafia?
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de manera que cada una tiene una inversa, a saber y = log, x,y como (f~!)"! = f, cada
funcién y = log, x tiene una inversa y por lo tanto es uno a uno. Las ecuaciones fun-
damentales para las ecuaciones (1) y (2) de la seccién 6.2 también resultan ttiles para
resolver ecuaciones logaritmicas y exponenciales (aqui se han hecho deliberadamente
algunas repeticiones para revisar algunos fundamentos).

® EJEMPLO 1 Composicion de oxigeno

Se llevé a cabo un experimento con cierto tipo particular de animal de talla pequenia.® En
él se determind el logaritmo de la cantidad de oxigeno consumido por hora para algunos
de los animales, y se grafico contra los logaritmos de su peso. Se encontré que

log y = log 5.934 + 0.885 log x

donde y fue el niimero de microlitros de oxigeno consumidos por hora y x el peso del
animal (en gramos). Resuelva para y.

Solucion: Primero se combinan los términos del lado derecho en un solo logaritmo:
logy =10g5.934 + 0.885log x
= log5.934 + log x*%%
log y = log(5.934x%8%%)

(Propiedad 3 de la seecion 6.3)
(Propiedad 1 de la seccién 6.3)
Como los logaritmos son uno a uno, se tiene
y = 5.934x0885
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 ‘@@
@® EJEMPLO 2 Solucién de una ecuaciéon exponencial

Determine x si (25)%+? = 534,

Solucién: Como 25 = 5%, ambos lados de la ecuacién pueden expresarse como poten-
cias de 5:

(25)x+2 - 53x~4
(52)x+2 = 53x—4
§2x+4 _ g3x—4
Como 5% es una funcién uno a uno,
2x +4=3x—-4
x =28
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 7

Algunas ecuaciones exponenciales pueden resolverse al tomar el logaritmo de am-
bos lados, después de escribir la ecuacién en la forma adecuada. El ejemplo siguiente
lo ilustra.

@ EJEMPLO 3 Uso de logaritmos para resolver una ecuacién exponencial
Resuelva 5 + (3)4~1 = 12.

Solucién: Primero se aisla la expresion exponencial 4! en un lado de la
ecuacion:

5+@W ! =12

B4t =7
ot 7
4'\_1 = =

3

‘R.W. Poole, An Introduction to Quantitative Ecology (Nueva York: McGraw-Hill Book Company,
1974).
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Ahora se toma el logaritmo natural de ambos lados:

7

In4*"! =In -

n nz

Al simplificar se obtiene
7
(x=1)In4 =1n -
3
Inl
—1= 3
* In4
_In3 L~ 161120
Y 4 '

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 13 “

En el ejemplo 3, se utilizan logaritmos naturales para resolver la ecuacion dada, §jp
embargo, pueden emplearse logaritmos de cualquier base. Por lo general, se usan logs.
ritmos naturales o logaritmos comunes si se desea una forma decimal de la solucién, §j
se utilizan logaritmos comunes se obtendria

log Z
x= 83 11 ~161120
log4

TECNOLOGIA

p - ® EJEMPLO 4 Ecuacion de demanda

La ecuacion de demanda para un producto es p = 12'7%19. Utilice logaritmos comunes
para expresar q en términos de p. :

Solucién: En la figura 6.24 se muestra la grafica de esta ecuacién de demanda paré
g = 0. Como es comtin para una ecuacion de demanda, la grafica desciende de izquierda
a derecha. Es necesario resolver la ecuacién para g. Al tomar logaritmos comunes d¢
ambos lados de p = 1217014, se obtiene

zlt é q log p = log(12!7%19)
logp = (1 —0.1g)log12
FIGURA 6.24 Gréfica de la ecuacién logp _ 1-01
de demanda p = 12!-014, log12 B -4
log p
0.1g=1-
4 log 12

log p
=10(1—
4 ( log 12)

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 43 ?
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erremoto. ;Cual es la
ste otro terremoto?
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Para resolver algunas ecuaciones exponenciales que incluyen la base e o la base 10,
como 10% = 3, el proceso de tomar logaritmos de ambos lados puede combinarse con la
identidad log, b” = r [Ecuacién fundamental (1) de la seccién 6.2] para transformar
la ecuacién en una forma logaritmica. En este caso, se tiene

10 =3
2x =log3 (forma logaritmica)
log3
x = =52 ~0.2386

® EJEMPLO 5 Relacion depredador-presa

En un articulo que concierne a presas y depredadores, Holling'® hace referencia a una
ecuacion de la forma

y=K(1-e™)

donde x es la densidad de presas, y es el niimero de presas atacadas, y tanto K como a son
constantes. Verifique su afirmacion de que

1 —
N5 " ax
Solucion: Para encontrar ax, se resuelve la ecuacion dada para e~
y =K1 —e)
y N
= = 1 — ax
X e
= Y
ax — 1 — 2~
¢ K
- K-y
ax _
¢ K

K-y
In—> 2 =—
n—p ax
K-y
_1 —
n—s ax
K . o
In =ax (propiedad 4 de la seccion 6.3)
K-y

como queria mostrarse.
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 7 ~ @@

Pueden resolverse algunas ecuaciones logaritmicas al reescribirlas en forma expo-
nencial.

@ EJEMPLO 6 Solucion de una ecuacion logaritmica
Resuelvalog,x =5 — log,(x + 4).

Solucion: Aqui, primero debe suponerse que x y x + 4 son positivos, de modo que
sus logaritmos estén definidos. Ambas condiciones se satisfacen si x > 0. Para resolver
la ecuacidn, primero se colocan todos los logaritmos en un lado de modo que puedan

combinarse:
log, x +log,(x +4) =5

log,[x(x +4)] =5

10C. S. Holling, “Some Characteristics of Simple Types of Predation and Parasitism”. The Canadian Ento-
mologist, 91, nim. 7 (1959), 385-398.
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En forma exponencial, se tiene
x(x +4)=2°
x* +4x =32

x*+4x-32=0
(x—4)(x+8)=0

cuadratica)

(ecuacion

=4 © p==8

Como debe tenerse que x > 0, la tinica solucidn es 4, lo cual puede verificarse al sustitujy
en la ecuacién original. De hecho, al reemplazar x por 4 en log, x se obtiene log, 4 <
log, 2* = 2 mientras que al reemplazar x por 4 en 5 — log,(x + 4) se obtiene 5 — log,(4 +
4) =5 —log,(8) = 5 — log, 2° = 5 — 3 = 2. Como los resultados son iguales, 4 es up,

solucién de la ecuacion.

Es recomendable verificar las soluciones extrafas al resolver una ecuacion loga.

ritmica.

Problemas 6.4

Encuentre x en los problemas 1 a 36. Redondee sus respuestas a tres

decimales.

i.
3.
-
10.

13.

16.

18.
20.

22.
24.

26.

28.
30.

32.
33;
34.

35;

37.

. In(—x) = In(x? — 6)

log(3x +2) = log(2x +5)
log7 —log(x — 1) =log4

2. logx —log5 =log7
4. log, x + 3log, 2 = log, %
6. In(4 —x) +In2 =2Inx

o2 . 3 = (14 8. (3723 =¢3 9. B)* =9
@7+ = % 11. &> = 12, o =3
2e%12 =17 14. 5¢21 -2 =23 15. 10Y* =6
4(1 0.2x

—(05)— =3 17. 1052.‘_ =]

2(10)* + (10)**1 =4 19. 2 =5

723 =9 21 7772 =5

42 =20 23, 27903 = g

5(3* —6) =10 25. (9)5°* —-7=2

3% =13 27. log(x —3) =3
log,(x +1) =4 29. log,(9x —4) =2

logs(2x +4) —3 =logy3 31. log(3x —1) —log(x —3) =2

log(x —3) +log(x —5) =1
log,(5x +1) =4 —log,(3x —2)
log(x +2)> =2, donde x > 0

2
log, <;> =3 +logyx 36. In(x —2) =In2x —1) +3

Plantas arraigadas En un estudio sobre plantas arraigadas
en cierta region geografica,!! se determiné que en terrenos

de tamafio A (en metros cuadrados), el nimero promedio de
especies encontradas era S. Cuando se graficé log S como una
funcién de log A, el resultado fue una linea recta dada por

log $ =log 12.4 + 0.26 log A
Resuelva para S.

R. W. Poole, An Introduction to Quantitative Ecology (Nueva York:

McGraw-Hill Book Company, 1974).

38.

39.

40.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 5 m

Producto nacional bruto  En un articulo, Taagepera y Hayes
se refieren a una ecuacién de la forma

log T = 1.7 + 0.2068 log P — 0.1334 (log P)?

Aqui T es el porcentaje del producto nacional bruto (PNB) de
un pais correspondiente al comercio exterior (exportaciones
mas importaciones), y P es la poblacion del pais (en unidades
de 100000).'? Verifique la afirmacién de que

T = 50P(02068—0.1334 log P)

Puede suponer que log 50 = 1.7. También verifique que, para
cualquier base b, (log, x)? = log,(x'°% ¥).

Radiactividad El nimero de miligramos presentes de una
sustancia radiactiva después de ¢ afios estd dado por

O = 100e~003

(a) ;Cudntos miligramos estardn presentes después de 0 afios?
(b) ;Después de cudntos afnos habra 20 miligramos? D¢ su
respuesta al aflo mds cercano.

Muestra de sangre En la superficie de un portaobjetos se
halla una reticula que divide la superficie en 225 cuadrados
iguales. Suponga que se esparce una muestra de sangre que
contiene N células rojas en el portaobjetos, y que las células
se distribuyen aleatoriamente. El nimero de cuadrados que
no tienen células estd dado (de manera aproximada) por
225¢~N225_Si 100 de los cuadrados no tienen células, estime el
nimero de células que contenia la muestra.

i

. Poblacion En una ciudad la poblacién, P, crece a razon de

2% por afio. La ecuacién P = 1000000(1.02)" da la poblaciénf
afios después de 1998. Encuentre el valor de ¢ para el que

la poblacién es 1500000. Dé su respuesta a la décima més
cercana.

R, Taagepera y J. P. Hayes, “How Trade/GNP Ratio Decreases Wil
Country Size”, Social Science Research, 6 (1977),108-132.



2 Penetracion de mercado En un anilisis de penetracién de
mercado de nuevos productos, Hurter y Rubenstein'? hacen
referencia a la funcién

F(t)

q— pe_(t+c)(p+q)
T g[l + et+OP+)]

donde p, g y C son constantes. Aseguran que si F(0) = 0, en-

tonces
1
c=-——m?
ptq p

Demuestre que su afirmacion es cierta.

+43, Ecuacién de demanda La ecuacién de demanda para un pro-
- ducto es g = 80 — 27. Resuelva para p y exprese su respuesta
en términos de logaritmos comunes, como en el ejemplo 4.
Evalide p con dos decimales cuando g = 60.

44, Inversion La ecuacién A = P(1.105) da el valor A, al final
de t afos de una inversion de P délares compuesta anualmente
a una tasa de interés de 10.5%. ;En cudntos afios se duplicarad
una inversién? Dé su respuesta al afio mas cercano.

45. Ventas Después de 1 afios el nimero de unidades de un
producto vendidas en un afio estd dado por g = 1000 ( %) T
Tal ecuacién se llama ecuacion de Gompertz, y describe el
crecimiento natural en muchas areas de estudio. Resuelva esta
ecuacion para ¢ de la misma manera que en el ejemplo 4
y muestre que

3 —logg
1 £ o
og< log2 )

log0.8

Términos y simbolos importantes
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También, para cualquier A y para las b y a apropiadas, resuelva
y = Ab para x y explique por qué la solucién previa es un
caso especial.

46. Ecuacion de aprendizaje Suponga que la produccion diaria
de unidades de un nuevo producto en el t-ésimo dia de una
corrida de produccién estd dada por

q = 500(1 — e702)
Tal ecuacién se llama ecuacion de aprendizaje, e indica que
conforme pasa el tiempo, la produccién por dia aumentara. Lo
anterior puede atribuirse a mejorias en el desempeiio de los
trabajadores. Determine, a la unidad completa mas cercana, la
produccién en (a) el primer dia, y (b) en el décimo dia después
del inicio de una produccién. (c) ;Después de cudntos dias
se alcanzara una produccién diaria de 400 unidades? Dé sus
respuestas redondeadas al dia mas cercano.

% 47. Verifique que 4 es la tnica solucién de la ecuacién logaritmica

del ejemplo 6 al graficar la funcién

y =5 —log,(x +4) — log,x
y observe el momento en que y = 0.

[/48. Resuelva 23705 = 17. Redondee su respuesta a dos decimales.
49. Resuelva In(x + 2) = 5 — x. Redondee su respuesta a dos

decimales.

% 50. Grafique la ecuacién 3(2)” — 4x = 5. (Una pista: Despeje y

como una funcién explicita de x.)

Ejemplos

Seccion 6.1 Funciones exponenciales
funcién exponencial, b*, parab > 1lypara0 <b <1 Ej. 2,3, p. 236,237
interés compuesto capital monto compuesto E;j. 6,p. 239
periodo de interés tasa periddica tasa nominal e funcién exponencial natural, e Ej.8,p.242
ley de decaimiento exponencial cantidad inicial constante de decaimiento vida media Ej. 11,p.244
Seccion 6.2 Funciones logaritmicas
funcién logaritmica, log, x logaritmo comun, log x E;j.5,p.250
logaritmo natural, In x Ej.5,p.250
Seccion 6.3 Propiedades de los logaritmos
férmula de cambio de base E;j. 8, p. 257
Seccion 6.4 Ecuaciones logaritmicas y exponenciales
ecuacion logaritmica ecuacién exponencial Ej. 1,p.259
Resumen

Una funcién exponencial tiene la forma f(x) = b*. La gréfica de
f(¥) = b* tiene una de dos formas generales, dependiendo del valor
dela base b (vea la figura. 6.3). La funcién exponencial esta involu-
%rada en la férmula de interés compuesto:

S=P1+r)y

S
AP Hurter, Jr., A. H. Rubenstein, ef al., “Market Penetration by New
Ovations: The Technological Literature”, Technological Forecasting
®d Social Change, 11 (1978), 197-221.

donde S es el monto compuesto de un capital P al final de n periodos
de interés a la tasa periddica .

Una base utilizada con frecuencia en una funcién exponencial
es el nimero irracional e, donde e = 2.71828. Aparece en analisis
econdémico y en muchas situaciones que implican crecimiento o de-
clinacién, como estudios poblacionales y decaimiento radiactivo. Los
elementos radiactivos siguen la ley de decaimiento exponencial,

N= Ne ¥
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donde N es la cantidad presente en el tiempo ¢, N, la cantidad ini-
cial y A la constante de decaimiento. El tiempo necesario para que
la mitad de la cantidad del elemento decaiga se conoce como vida
media.

La funcién logaritmica es la funcién inversa de la funcién ex-
ponencial, y viceversa. La funcion logaritmica de base b se denota
por log,, en tanto que y = log, x si y solo si b’ = x. La gréfica de
y = log, x tiene una de dos formas generales dependiendo del valor
de la base b (vea la figura 6.19). Los logaritmos de base e se llaman
logaritmos naturales y se denotan por In, los de base 10 se llaman loga-
ritmos comunes y se denotan por log. La vida media 7 de un elemen-
to radiactivo puede expresarse en términos de un logaritmo natural
y de la constante de decaimiento: 7 = (In 2)/A.

Algunas propiedades, importantes de los logaritmos son las si-
guientes:

logy,(mn) = log, m + log, n

log,, %1 = log, m —log,n

Problemas de repaso

log, m" = rlog,m
1
log, - log, m
log,1 =0
logyb =1
log, b" =r
plogsm —
log, m
1 = 4
£l log, b

Ademds, si log, m = log, n, entonces m = n. ]?e manera Simila:, si
b™ = b",entonces m = n. Muchas de estas propiedades se utilizap en
la solucién de ecuaciones logaritmicas y exponenciales.

Se sugiere utilizar los problemas cuyo niimero se muestra en color
azul, como examen de prdctica del capitulo.

En los problemas 1 a 6, escriba cada una de las formas exponen-
ciales de manera logaritmica y cada forma logaritmica de manera
exponencial.

1. 3° =243 2. logs 625 =4 3. logg 3 =1
4. 10° =100000 5. e* =54.598 6. logg 9=1

En los problemas 7 a 12, determine el valor de la expresion sin utili-
zar una calculadora.

7. logs 125 8. log, 16 9. log; g
10. logy 4 & 11. log;59 12. log,2

En los problemas 13 a 18, encuentre x sin utilizar una calculadora.

13. logs 625 = x 14. log, 8'_1 = —4 15. log, x = =5
16. Inl =x 17. In2x +3) =0 18, nx+4) =7

En los problemas 19 y 20 se ha establecido log2 = ay log 3 = b.
Exprese el logaritmo dado en términos de a y de b.

9
19. log 8000 20. log —
V2

En los problemas 21 a 26, escriba cada expresion como un solo
logaritmo.

21. 3log7 —2log 5 22. 5lnx +2Iny +1Inz

23. 2Inx +Iny —3In z 24. logg2 —logg4 — 9logs 3
25. 1log, x +2logy(x?) — 3log,(x + 1) — 4logy(x +2)

26. 4logx +2logy — 3(log z + log w)

En los problemas 27 a 32, escriba la expresion en términos de In x,
Inyylnz

x3y2 \/;
27. In F 28. In W 29. In /XY2

30. In [":r 3. In E\/g] 32. In [(;)2 (%)3}

N“<

33. Escriba log,(x + 5) en términos de logaritmos naturales.

34. Escriba log,(7x* + 5) en términos de logaritmos comunes.

‘9
n

. Suponga que log, 19 = 42479 y log, 5 = 2.3219. Encuentre
log,19.

36. Utilice logaritmos naturales para determinar el valor de log, 5.
37. Siln3 =xyln4 =y, exprese In(16 \/5) en términos de x
ydey.

2Vx+1
38. Exprese log {# en términos de log x, log(x + 1),y
vVx2 +2
log(x? + 2).

39. Simplifique 10"#* + log 10* + log 10.

40. Simplifique log 10> + log 1000 — 5.

41. Silny = x*> + 2, encuentre y.

42. Bosqueje las graficas de y = 3* asi como y = log, x.
43. Bosqueje la grafica de y = 2+*3,

44. Bosqueje la gréfica de y = —2 log, x.

Encuentre x en los problemas 45 a 52.

45. log(5x +1) =log(4x +6) 46. log3x +log3 =2

4x _ gx+1 = |
47, 3% =9+ 48. 7% =
49. logx +log(10x) =3 50. log,(x +4) = log,(x—2)+3
51. In(log, 3) =2 52. log, x +logyx =3

Encuentre x en los problemas 53 a 58. Redondee sus respuestas atres
decimales.

53. & =14 54. 10%/2 =5 55. 3(10°*4 -3) =9
56. 7e3x—1 -2=1 §7. 4x+3 =7 58. 35/x =2
59. Inversiones Si se invierten $2600 durante 6% afios a 6% com-

puesto trimestralmente, determine (a) el monto compuesto y
(b) el interés compuesto.

60. Inversiones Encuentre el monto compuesto de una inversién
de $4000 durante cinco afios a una tasa de 11% compuesto
mensualmente.

61. Encuentre la tasa nominal que corresponde a una tasa quibd"
cade 1%% mensual.

2. Crecimiento de bacterias El niimero de bacterias de un
cultivo aumenta a razén de 5% por hora. Al inicio, estaban.

(=)
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7- - sresentes 600 bacterias. (a) Determine una ecuacién que dé el
~ pamero, N, de bacterias después de 7 horas. (b) ; Cuantas esta-
g r4n presentes después de una hora? (c) ;Y después de cinco

i

| poras? Dé larespuesta del inciso (c) al entero mds cercano.

E:“ Crecimiento poblacional  La poblacién de un pequefio pueblo

" crece arazén de —0.5% anual porque la emigracion en busca

o de trabajo a las ciudades cercanas excede la tasa de natalidad.

VF‘; En 2006 la poblacion era de 6000. (a) Determine una ecuacién

| i  quedé la p;)blacllj?n,.l,’, despl;es~deztoz;r6los L2 Tr.t:ir de2ie; (1) 69. Enfriamiento del cuerpo En un anilisis de la velocidad de

J“ Encuentre 12 po a01?n en e atno (no olvide expresar su enfriamiento de las partes.aisladas del cuerpo cuando se expo-

B respuesta com.o U amsie anlea). ne a bajas temperaturas, aparece la siguiente ecuacion'*
Ingreso Dep1.d0 a una cam- T'— T =(T,— T)e™

| pafade publicidad ineficaz,

donde T, es la temperatura de la parte del cuerpo en el instan-
tet, T, es la temperatura del medio ambiente, el subindice o

se refiere a la diferencia de temperaturas iniciales, y a es una
constante. Muestre que

la compania de rasuradoras
Kleer-Kut encuentra que sus

~ ingresos anuales han sufri-

. do una reduccion dréstica.
Ademds, el ingreso anual R al
final de los t afios de negocios
satisface la ecuacion

R = 200000e %% Encuentre
el ingreso anual al final de dos
afios y al final de tres.

= 1 In (T; B 7:.’)0
t L -T
70. Depreciacién. Una alternativa de la depreciacién lineal es la
depreciacién por saldo decreciente. Este método supone que
un articulo pierde su valor mds rapidamente al inicio de su
vida que en etapas posteriores. Se resta un porcentaje fijo del
valor cada mes. Suponga que el costo inicial de un articulo es
C, y su vida ttil es de N meses. Entonces el valor, V (en déla-
[ N = 10041 res), del articulo al final de » meses estd dado por

' donde N es el ntimero de miligramos presentes después de ¢ e (1 1 >"

Radiactividad Una sustancia radiactiva decae de acuerdo con
la férmula

‘;"fa “horas. (a) Determine la cantidad inicial. (b) Al décimo de mi-
~ ligramos mds cercano, determine la cantidad presente después L 100 .
de 2 horas, y (c) después de 10 horas. (d) A la décima de hora donde cada mes conlleva una depreciacién de 5 por ciento.

A - . ; Esto se denomina depreciacion sencilla por saldo decreciente:
mds cercana, determine la vida media de la sustancia, y (e) el (. e P 200 ap . .
4 o si la depreciacion anual fuera = por ciento, seria depreciacién
‘niimero de horas para que quede un miligramo. N

doble por saldo decreciente.) Se adquirié una computadora
laptop nueva por $1800, tiene una vida til de 48 meses y sufre
una depreciacién por saldo decreciente. ;[ Después de cuantos
. Mercadotecnia Una compaiia de investigacién de mercado meses, al entero mds cercano, su valor cae por debajo de $700?

- dia de 10 dias, ;en cudntos dias habra é de la cantidad inicial?

] . Inx .
_ unas nuevas pastillas para la tos. En un experimento, a un 71 Siy = f(x) = = determine el rango de f. Redondee los
individuo se le dio una pastilla para la tos y se le pidié que valores a dos decimales.
‘periédicamente asignara un ntimero, en la escala de 0 a 10, al
. sabor percibido. Este nimero fue llamado magnitud de la res-
- puesta. Al sabor inicial le correspondi6 el nimero 10. Después

"% 72. Determine los puntos de interseccion de las gréficas de
y =1In(x + 2) y y = x> — 7. Redondee sus respuestas a dos

5 . : . - i decimales.
- de repetir el experimento varias veces, la compafifa estimé que =
~lamagnitud de la respuesta, R, estd dada por | 73. Resuelva In x = 6 — 2x. Redondee su respuesta a dos
= decimales.

L R = 10e~140

b . i . 74. Resuelva 6>~% = 15. Redondee su respuesta a dos decimales.
. ‘donde  es el niimero de segundos después de que el sujeto — . " 3
. tomd la pastilla para la tos. (a) Encuentre la magnitud de la 75. Despliegue la grifica de y = log,(x* + 1),y observe que la
| Tespuesta al cabo de 20 segundos. Redondee su respuesta al simetria con respecto al eje y y el rango de esta funci6n le

~ entero mas cercano. (b) ;Después de cuantos segundos la permiten restringir su pantalla al primer cuadrante.
.~ persona tiene una magnitud de respuesta de 57 Aproxime su 76. Despliegue la gréfica de la ecuacién (6)5” + x = 2. (Una
- Teéspuesta al segundo mds cercano. pista: Despeje y como una funcién explicita de x.)
. Sedi ; o
> dim enf::::len - agua i St £ o BRI G “‘3 = “hul Grafiquey =3*yy = 3— en la misma pantalla. Parece que la
, ya presencia reduce el paso de la luz a través del 3% 9
~ liquido. Los experimentos indican que la intensidad de la luz grificade y = 5 es la grafica de y = 3x recorrida dos uni-

_Sereduce 10% al pasar a través de 20 cm de agua. Suponga que :
% ; b : 1 ;
- ellago es uniforme con respecto a la cantidad de sedimento dades a.Js decechy, Pruehe deunariexa slpsbuaise.que sie 54

A i . ) realmente cierto.
~ Que contiene. Se sumerge en el lago un instrumento de medi-

~ Ci6n que puede detectar luz hasta de una intensidad de 0.17%
.’ de la luz solar total. (A qué profundidad empezard a registrar
' laausencia de luz? Aproxime su respuesta a los 10 cm mas 14R. W. Stacy et al., Essentials of Biological and Medical Physics (Nueva
Cercanos. York: McGraw-Hill Book Company,“1955).




Aplicacion practica €

Dosis de medicamento'®

adeterminacién del medicamento y la prescripcion de
su dosis son aspectos extremadamente importantes
en la profesion médica. Se debe tener precaucion con
los posibles efectos secundarios o t6xicos de las medicinas.
El cuerpo humano utiliza muchas medicinas de tal ma-
nera que la cantidad presente sigue una ley de decaimiento
exponencial, como la que se expuso en la seccién 6.1. Es de-
cir, si N(¢) es la cantidad de la sustancia activa presente en el
cuerpo en el instante #, entonces

N = Nk @

donde k es una constante positiva y N, es la cantidad presente
en el instante ¢t = 0. Si H es la vida media del medicamento, lo
que significa el tiempo H para el cual N(H) = N, /2, entonces,
de acuerdo con la seccién 6.1,

H=(n2)/k )

Observe que H determina por completo la constante k, puesto
que la ecuacién (2) puede reescribirse como k = (In 2)/H.

Suponga que quiere analizar el caso en el que se admi-
nistran dosis iguales a un paciente cada I unidades de tiempo
hasta que se alcance un nivel terapéutico, y después la dosis
se reduce lo suficiente para mantener dicho nivel. La razén
para mantener dosis reducidas con frecuencia se relaciona
con los efectos téxicos de las sustancias activas.

En particular, suponga que

(i) Hay d dosis de P unidades cada una;
(ii) se suministra una dosis en los tiempos t = 0, 1,2/, ...,y
(d — DIy que
(iii) el nivel terapéutico, 7, se alcanza en t = dI (el cual ocu-
rre un intervalo de tiempo después de administrar la ul-
tima dosis).

Ahora se determinard una férmula que proporcione el
nivel terapéutico, 7. En el instante ¢t = 0 el paciente recibe
las primeras P unidades, de modo que la cantidad del medi-
camento en su cuerpo es P. En el instante ¢ = [ la cantidad
presente de la primera dosis es Pe~* [por la ecuacion (1)].
Ademds, en t = I se suministran las segundas P unidades. Asi
que la cantidad total de medicina presente es

P+ Pe™*

En el instante ¢ = 2/, 1a cantidad que queda de la primera do-
sis es Pe~?¥; de la segunda dosis, que ha estado en el sistema
s6lo durante un intervalo de tiempo, la cantidad presente es

5Este andlisis est4 adaptado de Gerald M. Armstrong y Calvin P. Midgley,
“The Exponential-Decay Law Applied to Medical Dosages”, The Mathe-
matics Teacher, 80, nim. 3 (febrero de 1987), 110-113. Con permiso del
National Council of Teachers of Mathematics.

Pe~* También, en ¢t = 2] se suministra la tercera dosis”
unidades, de modo que la cantidad total presente es
P + Pe™H + pe~2M 4

Si se continta de esta manera, la cantidad de medica -“
presente en el sistema en el tlempo (d - 1) el momen
la ultima dosis, es .:,

P+ Pe M 4 pe 2kl ... 4 pe=(d-1yki

Asi que para un intervalo de tiempo después, en el -‘i
dI, cuando no se administra una dosis de P, pero es cuant
alcanza el nivel terapéutico, se tiene ¥

T = Pe ™ + pe 2k ... pedkl

como cada término de la expresién anterior decae en f;
tor de e~*/. Esta es una buena oportunidad de usar la nol
de sumatoria que se expuso en la seccién 1.5, y reesctl
ecuacion (3) como 2

d
T=P) e
i=1




1a es de un tipo especial que se estudiard después, pero
e que al multiplicar ambos lados de la ecuaci6n (4) por

obtiene
d+1

stan los lados de la ecuacién (5) de los correspondien-
_ecuacion (4), resulta

d+1

d ;
)T = P (Z okl _ Ze-iu) = P(e™M —g~(@+DKI)
i=1 i=2

d debe asegurarse de verificar que la mayoria de los
os de las dos sumas se cancelan tal como se indica. A
nuacion, se obtiene

(1 — e—-kI)T - Pe—kl(l _ e—dkl)
Pe—kl(l ol e—-dkl)

4, 1 —e s %)
o PU =)

eKI(1 — ¢ k)

P(1 — e 1)
e %)

» ecuacion (7) expresa el nivel terapéutico, 7, en tér-
de la dosis, P; los intervalos de tiempo de longitud 7; el
0 de dosis, d; y la vida media H, de la medicina [ya que
12)/H]. También es posible resolver la ecuacién para P si
cen T, H, Iy d. (La resolucién de la ecuacion (7) para
érminos de las otras cantidades puede ser bastante
a.)

ra el objetivo es mantener el nivel terapéutico en el
ente. Para hacerlo, se suministra una dosis reducida R en
tantes 1 = dI, (d + 1)1, (d + 2)I, y asi sucesivamen-
de determinarse una férmula para R de la manera si-

n el instante 1 = (d + 1)1, pero antes de suministrar
da dosis reducida, la cantidad de medicamento en el
a proveniente de la primera dosis reducida es Re ¥/,
intidad que permanece del nivel terapéutico es Te .
ga que se requiere que la suma de estas cantidades sea

z

1 terapéutico, T; esto es,

R= T(l =& )
plazar T por el lado derecho de la ecuacién (6), se

Pe—kl(l _ e—de)

R= 1—eH

(1 _ e—kl)ekl

§imp1ifica como
R= P(1 — e %) (8)

41

e—kIT e PZe—ikI (5}
i—2 i

Si se continta con las dosis reducidas a intervalos de tiempo
de longitud /, se asegura que el nivel terapéutico nunca esté
por debajo de T después de (d + 1)I. Ademas, observe que
—dkI < 0, entonces 0 < e~ % < 1. En consecuencia, el factor
1 — e~%I de la ecuacion (8) estd entre 0 y 1. Esto asegura que
R sea menor que P; de aqui que R sea en realidad una dosis
reducida. »

Es interesante observar que Armstrong y Midgley esta-
blecen que “la cantidad terapéutica T debe seleccionarse de un
rango de valores determinados de manera empirica. El buen
juicio y la experiencia médica son necesarios para seleccionar
los intervalos apropiados y su duracién, cuando hay que admi-
nistrar un medicamento. Incluso la vida media de éste puede
variar un poco entre los pacientes”. En www. fda.gov/cder
puede encontrarse informacién adicional sobre sustancias mé-
dicas y su uso seguro.

Problemas
1. De la ecuacién (7), despeje (a) Py (b) d.
2. Muestre que si [ es igual a la vida media de la sustancia
activa, la ecuacién (7) puede escribirse como

1
Observe que 0 < 1 — (1/29) < 1 parad > 0. Esta
ecuacién implica que cuando se administran dosis de P
unidades a intervalos de tiempo iguales a la vida media
del medicamento, en un intervalo de tiempo después de
que cualquier dosis es administrada, pero antes de que
se suministre la siguiente, el nivel total de medicamento
en el sistema del paciente es menor que P.

3. La teofilina es una sustancia utilizada en el tratamiento
del asma bronquial, tiene una vida media de 8 horas
en el sistema de un paciente relativamente sano y no
fumador. Suponga que el enfermo alcanza el nivel tera-
péutico deseado en 12 horas cuando se le suministran
100 miligramos cada 4 horas. Aqui d = 3. A causa de la
toxicidad, la dosis debe reducirse més adelante. Al mili-
gramo mds cercano, determine (a) el nivel terapéutico y
(b) la dosis reducida.

4. Utilice una calculadora graficadora para generar una
grafica de la concentracién de la sustancia activa y
verifique que la ecuacién (8) proporciona de manera
correcta la dosis de mantenimiento. Introduzca en la
calculadora 0.5 - K,3 > D,1 - 1y1 — P. Después
incorpore Y1 = P(1 — e” (—D*K*I)) para representar
R. Por ultimo, teclee Y2 = Pe* (=K X)+P e”

(KX =D)*(X=1) + Per(—K(X — 2I))*

X=2I) + Yler(—KX - 3D))*(X=3I) + Yle”

(—K(X — 4I))*(X = 4I). Después, seleccione s6lo Y2

para que sea graficada y grafique la funcién.

Experimente con diferentes valores para K, D,y P.

¢Qué ajuste es necesario en la expresion para Y2 cuan-
" do cambia D?

=




