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De la misma forma en que los virus biol6gicos se propagan a traves del contac­
to entre organismos, tam bien los virus de computadora se difunden cuando las 
computadoras interactuan vfa Internet. Los cientfficos computacionales estu­

dian c6mo combatir los virus de computadora, que causan mucho dana ya que borran 0 

alteran archivos. Uno de sus esfuerzos consiste en disenar modelos matematicos acerca 
de la rapidez con que se propagan los virus. Por ejemplo, el viernes 26 de marzo de 1999 
se report6 el primer caso del virus conocido como Melissa; para ellunes 29 de marzo, 
Melissa habia alcanzado a mas de 100000 computadoras. 

Las funciones exponenciales, que se estudian con detalle en este capitulo, propor­
cionan un modelo plausible. Considere un virus de computadora que se oculta en un 
archivo adjunto de correo electr6nico y que una vez que se baja, de manera automatica 
provoca el envfo de un mensaje y de un archivo adjunto similar a todas las direcciones 
de la Iibreta de direcciones de correo electr6nico de la computadora anfitriona. Si una 
Iibreta de direcciones tfpica contiene 20 direcciones, y si el usuario comun revisa su co­
rreo electr6nico una vez por dia , entonces el virus proveniente de una sola maquina ha­
bra infectado a 20 en un dia , 202 = 400 maquinas al cabo de dos dfas, 203 = 8000 despues 
de tres dias y, en general, despues de t dfas, el numero N de computadoras infectadas 
estara dado por la funci6n exponencial N(t) = 20t. 

Este modelo supone que todas las computadoras implicadas estan Jigadas unas con 
otras a traves de su Iibreta de direcciones, en un solo grupo bien conectado. Los modelos 
exponenciales son mas precisos para pequenos valores de I, este modele en particular, 
no tom a en cuenta el descenso que ocurre cuando la mayoria de los correos electr6nicos 
alcanzan computadoras que ya estan infectadas; 10 cual sucede despues de varios dias. 
Por ejemplo, el modele desarrollado aqui indica que despues de ocho dfas infectanl a 
20g 

= 25.6 miles de millones de computadoras (jmas computadoras de las que existenen 
la actualidad!). Pero a pesar de sus Iimitaciones, los model os exponenciales ciertamente 
explican el porque con frecuencia los nuevos virus infectan a miles de maquinas antes 
de que los expertos en antivirus tengan tiempo de reaccionar. 



osJE TIVO 
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Estudiar las funciones exponenciales y sus 

aplicaciones en temas como interes compuesto. 

aecimiento poblacional y decaimiento. 

radiactivo. 

ADVERTENCIA 

o confunda la funci6n exponencial 
y == 2' con la funci6n potencia )' = \ 2, 

que tiene una base variable y un 
xponente constante. 

P UN TADOR ~ 
Si desea revisar los exponentes, 
consu lte la secci6n 0.3. 

PRINCIPIOS EN PRACTICA 1 

1 
CII& IMIENTO DE BACTERIAS 

1 EI 'mero de bacterias de un cultivo 
l ~u duplica su numero cada hora, 
I est t:!ado por N(t) = A· 2', donde A 
! es el numero present e orig inalmen­
i te ( es el numero de horas que las 
• Iii erias se han estado duplicando. 
~ Uti l1ce una ca lculadora graficadora 
: lIi1r. graficar esta funci6 n con d ife­
: rent s valores de A > 1. l.En que se 
. 1Ii1r en las graticas? l.C6mo altera a 
, Iii 9 afica el valor de A? · 
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6.1 Funciones exponenciales .. .. 
Existe una funci6n que desempefia un papel importante no s610 en matematicas, sino 
tambien en finanzas, economfa y otras areas de estudio. Incluye una constante elevada 
a una potencia variable, como f(x) = 2x. Las funciones de este tipo se llaman funciones 
exponenciales. 

DEFINlq.ON 
La funcion f definida por 

f(x) = tr 

donde b > 0, b "* 1, y el exponente x es cualquier mlmero real, se llama f unci6n ex-
ponenciai con bas~ b.1 . 

Como el exponente de bX puede ser cualquier numero real, el lector quiza se pre­
gunte c6mo se asigna un valor a algo como 2)2, donde el exponente es un numero 
irracional. Simplemente se utilizan aproximaciones. Como V2 = 1.41421 . . . , 2)2 es 
aproximadamente 21.4 = 27/ 5 = ifii, que sf esta definido. Las mejores aproximaciones 
son 214 1 = 2141 1100 = "\1'2 141 , y as! sucesivamente. De esta manera se aclara el significado 
de 2)2. El valor que da una calculadora para 2)2 es (aproximadamente) 2.66514. 

Cuando se trabaj a con funciones exponenciales puede ser necesario aplicar las re­
glas de los exponentes. Estas reglas se presentan a continuaci6n, donde m y n son nume­
ros rea les yay b son positivos. 

Reglas de los exponentes 

1. aman = am +n 5. G)" = ~: 
2. 

am 
_ == a111 - n 6. a 1 = a 
a" 

3. (am)n == amll 7. aD = 1 

4. (a by = a"bn 8. 
1 a - II =_ 

a" 

Algunas funciones que no parecen tener la forma exponencial bX pueden expresar­
se en esa forma al aplicar las reglas anteriores. Por ejemplo, 2- X = 1/ (2x) = (!>' y 32t = 

(32)' = 9-". 

• EJEMPLO 1 Crecimiento de bacterias 

El numero de bacterias presentes en un cultivo despues de t minutos esta dado por 

N(t) = 300 GY 
Observe que N(t) es un m£lltiplo constante de la funci6n exponencial (~) t . 

lS i b = 1, entonces f(x) = F = 1. Esta funci6n ya se ha estudiado antes y se conoce como funci6n cons­
tante. 
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PRINCIPIOS EN PRACTICA 2 

GRAFIC~D~lYNS:19NES 
EXPONENCfALES 'CON b ), 1 

.,T~ . , . ,'j:;iYC: .<;".:'~ ·~'0 :~ 

Sup6ngaque"una ~inversi6n aumEm-
{:. ( ,"r '';('j;;;>+:'>ri'j~'' , ' 

ta 10% caaa ~ afi6. Haga ' una ~tabla 

del factorpor i el J cual la inversi6n 
aumenta a partir de la cantidad ori­
ginal desde los 0 hasta los 4 anos. 
Para cada ano, construya una expre­
si6nque describa el aumento como 
una potencia de atguna base. ,Que 
base utilizarfa? ,C6mo se relaciona 
esta base con el problema? Utilice 
su tabla para grafic'ar el autnento 
multiplicativo como una funci6n' del 
nutnero de anos. Utilice su gratica 
paril detertninaf cuando se duplica 
la inversi6n. 

a. ;,Cwintas bacterias estan presentes inicialmente? 

Soludon: Aqui se quiere determinar N(t) cuando t = O. Se tiene 

N(O) = 300 (i) 0 = 300(1) = 300 

Asi que al inicio hay 300 bacterias presentes. 

b. Aproximadamente, ;,cuantas bacterias estan presentes despues de 3 minutos? 

Soludon: 

N(3) = 300 (ir = 300 G~) 6400 
711 =--= 

9 

Por 10 que, despues de 3 minutos, hay casi 711 bacterias presentes. 

AHaRA RESUELVA EL PROBLEMA 31 

Graticas de funciones exponenciales 

~. EJEMPLO 2 Grilficas de fundones exponenciales con b > 1 

Grafique las funciones exponenciales f(x) = 2x y f(x) = SX. 

Soludon: Las gnificas de la figura 6.1 se obtuvieron allocalizar puntos y conectarlos. 
No se muestran los puntos (-2, -is) , (2, 25) y (3, 125) p~ra la gnifica de f(x) = SX, debido 
ala unidad de distancia seleccionada sobre el eje y. 

Pueden hacerse algunas observaciones ace rca de estas gnificas. El dominio de cada 
funci6n consiste en el conjunto de todos los numeros reales, y el rango en todos los n6-
meros reales positivos. Cada gnifica tiene intersecci6n y (0, 1). Aun mas, estas graticas 
tienen la misma forma general. Cad a una asciende de izquierda a derecha. Conforme 
aumenta x,f(x) tambien aumenta. De hecho,f(x) aumenta indefinidamente. Sin em­
bargo, en el primer cuadrante, la gr<ifica de f(x) = SX asciende mas rapidamente que 
f(x) = 2x, porque la base en SX es mayor que la base en 2X (esto es, 5 > 2). En el segundo 
cuadrante se observa que a medida que x se hace mas negativa, las gr<ificas de ambas 
funciones se aproximan al eje x.2 Esto implica que los valores de las funciones se hacen 
muy cercanos a O. 

y 
x 2x y x 5' 

.-
-2 I 

"4 
8 

-2 1 
is ' 

- 1 I 
"2 

5 
-1 

1 
5 

4 
0 1 

1 2 

f(x) = SX 
2 

0 1 

1 5 

2 4 

___ ~+-....L.. ___ x 

-1 1 2 25 

3 8 3 125, 

(a) (b) 

FIGURA 6.1 Gnificas de f(x) = 2" Y f(x ) = Y. 

AHaRA RESUELVA EL PROBLEMA 1 

2Se dice que el eje x es una asintota para cada grafica. 



PRINCIPIOS EN PRACTICA 3 

GAAFICA DE FUNCIONES 
P9NENCIALES CON 0 < b < 1 

uponga que el valor de un automo­
vii se deprecia 15 % cada .. ano. Haga 
una tabla del factor porel cual dis­
minuye su monto original desde los 
o hasta los 3 anos. Para cada ano, es­
criba una expresion para la disminu-
·6n como una potencia de alguna 

base. l.Que base utilizada? l.Como 
se relaciona esta base con el pro­
blema? Uti lice la ta~,la para graficar 
la disminucion ~multiplicativa como 
una funci6n del numero de anos. 
Utilice su grafica para determinar 
cuando el autom6vil 'disminuye su 
va.lor a la mitad del valor original. 

Existen dos formas basicas para 
las graf icas de las funciones 
exponenciales y dependen de la 
base involucrada. 

y 

f(x) = bX 

b>l 

----"'=--+~---__ x 
La gnifica 
asciende de 
izquierda a 

(a) derecha 

y 

-----+---==--_ x 
La grafica 
desciende 
de izquierda 

(b) a derecha 

FIGURA 6.3 Formas generales 
de f(x) = bX

• 
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Las observaciones hechas en el ejemplo 2 son ciertas para todas las fu?ciones expo­
nenciales cuya base b es mayor que 1. En el ejemplo 3 se examinani el caso de una base 
entre 0 y 1 (0 < b < 1). 

_ • EJEMPlO 3 Gratica de una funcion exponencial con 0 < b < 1 

Grafique La funci6n exponenciaL f(x) = (~r. 

Soluci6 n: La gratica de la figura 6.2 se obtiene allocalizar puntos y conectarlos. Obser­
ve que el domlnio equivale a todos los numeros reales y el rango a todos los numeros 
reales positivos. La gnifica tiene intersecci6n y (0, 1). Comparadas con las gnificas del 
ejemplo 2, se observa que aquf la gratica desciende de izquierda a derecha. Es decir, con­
forme x aumenta f(x) disminuye. Note que cuando x toma valores muy positivos,J(x) 
toma valores muy cercanos a 0 y la gnifica se aproxima al eje x. Sin embargo, cuando x 
se vuelve muy negativa los valores de la funci6n no estan acotados. 

AHaRA RESUELVA EL PROBLEMA 3 :;;r_ 
y 

x G-r 
8 

- 3 8 

-2 4 

- 1 2 

0 1 
f(x) = (tf 

4 

1 I 
"2 

2 1 
"4 

-3-2-1 1 2 

FIGURA 6.2 Gnifica de f(x ) = (~r. 

En general, las graticas de las funciones exponenciales adoptan una de dos posibles 
formas basicfls, y dependen del valor de la base b. Esto se ilustra en la figura 6.3. Es im­
portante observar que, en cualquier caso, la gratica pasa la prueba de la linea horizontal. 
Por 10 tanto, todas las funciones exponenciales son uno a uno. En la tabla 6.1 se resumen 
las propiedades basicas de una funci6n exponencial y su gratica. 

Recuerde que, de acuerdo con la secci6n 3.7, la gratica de una funci6n puede estar 
relacionada con otra por medio de cierta transformaci6n. EI ejemplo siguiente se refiere 
a este concepto. 

TABLA 6.1 Propiedades de la funci6n exponencial f(x) = bX 

1. EI dominio de una funci6n expoI1epcial consi~te dey)dos 10s!l!,1meros!~ales. 
"" ~~ ' . . ' 0? 

EI rango consiste de todos los n6meros positivos:, . 

i. La gnifica de f(x) ='bX tiene intersecci6ny' (0,1). 

No hay intersecci6n x. 

3. Si b > 1, la grlifica asciende de izquierda a de!echa. 

Si 0 < b < 1, la grMica desciende dei2;quierda .~derecha. 

4. Si b > 1, la grMica se acerca al eje x conforme x se vuelve mas y mas negativa: 

sib < b < 1, la grlifica se acerca al eje x y x se vuelve mas t mas negativa'; 
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y 

/ 
). -

, [(x) = 2X 

'~---'---'---+-'-+-"---__ x 

- 2 

FIGURA 6.4 Gnifica de y = 2' - 3. 

En el ejemplo 4 se hace uso de las 
transformac iones de la tab la 3.2 de la 
secci6n 3.7. 

PRINCIPIOS EN PAACTICA 4 

TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES 
EXPONENCIALES 

DE!spues de observar c6mo creci6 el 
dinero de su hermana durante tres 
anos en un plan con una tasa de 
interes de 8% anual, George abri6 
una cuenta de ahorros con el mis­
mo plan. Si y = 1.08' representa el 
aumento multiplicativo en la cuenta 

, de ~u hermana, escriba una ecuaci6n 
que represente el aumento multipli­
cativo en la cuenta de George, utili­
ce la mi,sma referencia de ,tiempo. Si 
George tiene una grafica de aumen­
to multiplicativo del dinero de su 
hermanaen el tiempo t desde que 
ella inici6 su ahorro, Lc6mo podria 
util izar la grafica para proyectar el 
incremento de su propio dinero? 

TECNOLOGiA 

y 

y=3 x' 
y 

_ (l.)X-4 
Y - 2 

----'------'--t----"---"--- x 
-1 1 

4 
x 0 1 2 

Y 1 3 81 

FIGURA 6.5 Gnifica de y = mX

-

4
, FIGURA 6.6 GrMica de y = 3-", 

• EJEMPlO 4 Transformaciones de funciones exponenciales 

a. Use fa grtifica de y = 2x para graficar y = 2x - 3. 

Solucion: La funci6n tiene la forma f(x) - c, donde f(x) = 2X Y c = 3. As! que su 
grafica se obtiene al recorrer la grafica de f(x) = 2X tres unidades hacia abajo (vea 
la figura 6.4). " 

b. Use fa grtifica de y = GY para graficar y = mX-4. 

Solucion: La funci6n tiene la form af(x - c) , donde f(x) = (Dr y C = 4. Por 10 tan­

to, su grafica se obtiene al recorrer la grafica de f( x ) = (~Y cuatro unidades haciala 
derecha (vea la figura 6.5) . 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 7 

• EJEMPlO 5 Grilfica de una funcion con una base constante 

Grafique y = }". 

Solucion: Aunque esta no es una .funci6n exponencial, tiene una base constante. Se 
observa que al reemplazar x por - x resulta la misma ecuaci6n. As!, la grafica es sime­
trica con respecto al eje y. Al graficar algunos puntos y utilizar la simetrfa se obtiene la 
grafica de la figura 6.6. 

A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 5 

Si y = 4\ considere el problema de encontrar x cuando 
y = 6. Una forma de resolverlo es encontrar la intersec­
cion de las gnificas de y = 6 y y = 4x. Eola figura 6.7 se 
muestra que x es aproximadameote igual a 1.29. 

10 

- 10 ..................... ""'"""'q;..... ........................... 10 

Ifltersecti(>f1 
11=1.292'1&13 Y=1i j 

-10 

FIGURA 6.7 Resoluci6n de la ecuaci6n 6 = 4X. 

j 



PRINCIPIOS EN PRACTICA 5 

ONTO COMPUESTO E"INTERES 
OMPUESTO 

ponga que se invierten $2000 al 
3% compuesto anualmente. En­
entre el valor de la inversi6n des­
es 'ae cinco anos. Determine el in­
es cganado durante los primeros 

nco anos. 

5000 

4000 

3000 

2000 

1000 

s 

S = 1000(1.0W 

'-----'----'----'------ n 
10 20 30 

FIGURA 6.8 Grafica de S = 1000(1.06)"" 
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Interes compuesto 

Las funciones exponenciales estan implicadas en el interes compuesto, en el cual el 
interes que genera una cantidad de dinero invertida (0 capital), se invierte nuevamente 
de modo que tambien genere intereses. Es decir, el interes se convierte (0 compone) en 
capital y, por 10 tanto, hay "in teres sobre interes". 

Por ejemplo, suponga que se invierten $100 a una tasa de 5% compuesto anualmen­
teo AI final del primer ano, el valor de la inversi6n es el capital original ($100) , mas el 
interes sobre el capital [100(0.05)]: 

100 + 100(0.05) = $105 

Esta es la cantidad sobre la cual se genera el interes para el segundo ano. Al final del 
segundo ano, el valor de la inversi6n es el capital del final del primer ano ($105) , mas 
el interes sobre esa cantidad [105(0.05)]: 

105 + 105(0"05) = $110.25 

Asf, cada ano el capital se incrementa en 5%. Los $110.25 representan el capital origi­
nal mas todo el interes acumulado; esta cantidad se llama monto acumulado 0 monto 
compuesto. La diferencia entre el monto compuesto y el capital original se conoce como 
in teres compuesto. Aquf, el interes compuesto es 110.25 - 100 = 10.25 . 

De manera mas general, si un capital de P d6lares se invierte a una tasa de 100r 
por ciento compuesto anualmente (por ejemplo, a 5%, r es 0.05) , la cantidad compuesta 
despues de un ano es P + Pr,o al factorizar, P(l + r). Al final del segundo ano, la can­
tidad compuesta es 

P(l + r) + [P(l + r)]r = P(l + r)[l + r] 

= P(l + r)2 

Cal fac\orizar) 

En realidad, el ca1culo anterior que usa factorizaci6n no es necesario para mostrar que 
el monto compuesto despues de dos anos es P(l + rr. Como cualquier monto P va 
Ie P(l + r) un ano despues, se deduce que el monto P(l + r) vale P(l + r)(l + r) = 

P(l + r)2 un ano mas tarde, y luego de otro ano el monto P(l + r)2 valdra P(l + r)2 
(1 + r) = P(l + r)3. 

Este patr6n continua. Despues de cuatro an os la cantidad compuesta es P(l + r)4. 
En general, el monto compuesto S del capital Pal final de n aDOS a una tasa de r com· 
puesta anualmente, esta dado por 

S = P(l + r)" (1) 

Observe que en la ecuaci6n (1) para un capital y una tasa dados, S es una funci6n 
de n. De hecho, S es una funci6n exponencial con base 1 + r. 

• EJEMPLO 6 Monto compuesto e interes compuesto 

Suponga que se invierten $1000 durante 10 afios al6% compuesto anualmente. 

a. Encuentre el monto compuesto. 

Soluci6n: Se utiliza la ecuaci6n (1) donde P = 1000, r = 0.06 y n = 10: 

S = 1000(1 + 0.06)10 = 1000(1.06)10 = $1790.85 

En la figura 6.8 se muestra la grafica de S = 1000(1.06)". Observe que conforme 
pasa el tiempo, el monto compuesto crece en forma dramatica. 

b. Encuentre el in teres compuesto. 

Soluci6n: Con el uso de los resultados del inciso (a), se tiene 

interes compuesto = S - P 

= 1790.85 - 100(1 = -$790.85 
A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 _ 
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Es comun la abreviatura T.P.A., se 
encuentra en los contratos de tarjetas 
de credito y en la publ ic idad . 

& ADVERTENCIA 

Una tasa nominal de 6% no significa 
necesariamente que una inversion 
aumente en 6% cada ano. EI 
incremento depende de la frecuencia 
de la capitalizacion. 

PRINCIPIOS EN PRACTICA 6 

~RECIMIENTO POBLACIONAL 

Una compaiiia ' nueva con dnc6 !~m'­
pleados espera que el numero de tra­
bajadores crezca a una tasa de 120% 
anual. Determine el numero de asa­
lariados dentro de cuatro arios. 

~'*. II' I ,\< . ~ 

I 

Suponga que el capital de $1000 del ejemplo 6 se invierte durante 10 aiios COlllo : 

se hizo antes, pero esta vez se compone cada tres meses (esto es, cuatro veces at ano) ; 
a una tasa de 11% por trimestre. Entonces hay cuatro periodos de interes por ano, y: 
en 10 aiios son 10(4) = 40 period os de interes. Asf, el monto compuesto con r = O.Q1S i 
ahora es , 

1000(1.015)40 = $1814.02 ' 
I 

Y el interes compuesto es $814.02. En general , la tasa de interes por periodo de capi. i 
talizaci6n se establece como una tasa anual. Aquf se hablarfa de una tasa anual de 6% ; 
compuesta trimestralmente, de modo que la tasa del interes en cad a periodo, 0 tasa pe. j 
ri6dica, es 6% /4 = 1.5%. Esta tasa anual cotizada de 6% se llama tasa nominal 0 tasa de I 

porcentaje anual (TPA).A menos que se especifique otra cosa, todas las tasas de interes i 
se supondran tasas anuales (nominales). Asf, una tasa de 15% compuesta mensualmen. 
te corresponde a una tasa peri6dica de 15 %/12 = 1.25%. 

Con base en el analisis anterior, puede generalizarse la ecuaci6n (1) . La f6rmula 

S = P(l + r)n (2) 

proporciona el monto acumulado S de un capital P al final de n period os de interes a 
una tasa peri6dica de r . 

Se ha vis to que un capital de $1000, a una tasa nominal de 6% en un periodo de 10 
aiios, compuesto anualmente, tiene como resultado un interes compuesto de $790.85,y 
compuesto trimestralmente da un interes de $814.02. Es com un que para una tasa nomi· 
nal dada, entre mas frecuentemente se componga, mayor sera el interes compuesto. Sin 
embargo, pese a que incrementar el numero de period os de interes siempre incrementa 
al monto del in teres ganado, el efecto no es indefinido. Por ejemplo, con una composi· 
ci6n semanal el interes compuesto es 

( 
006) 10(52) 

1000 1 + ~2 - 1000 = $821.49 

y compuesto diariamente es 

( )

10(365) 
1000 1 + ~.~: - 1000 = $822.03 

En ocasiones, la frase "valor del dinero" se usa para expresar una tasa de interes 
anual. Por 10 que, al decir que el dinero vale 6% compuesto trimestralmente, se hare 
referencia a una tasa anual (nominal) de 6% compuesto cada trimestre. 

Crecimiento poblacional 

La ecuaci6n (2) puede aplicarse no s610 al aumento del dinero, sino tambien a otros 
tipos de crecimiento, como al de la poblaci6n. Por ejemplo, suponga que la poblaci6n 
P de una ciudad con 10 000 habitantes, crece a una tasa de 2 % por aiio. Entonces Pes 
una funci6n del tiempo t, donde t representa aiios. Es comun indicar esta dependencia 
funcional mediante 

P = pet) 

Aquf la letra P se utiliza en dos formas: en ellado derecho, P representa la funci6n; en el 
lado izquierdo P representa la variable dependiente. De la ecuaci6n (2) , se tiene 

pet) = 10000(1 + 0.02), = 10 000(1.02)' 

• EJEMPLO 7 Crecimiento poblacional 

La pobtaci6n de una ciudad de 10 000 habitantes crece a ra z6n de 2 % anual. Encuen~ 
tre ta pobtaci6n dentro de tres afws. " 

Solucion: Del analisis anterior, 

pet) = 10 000(1.02)' 
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FIGURA 6.9 Gnifica de la funcion 
de poblacion P(t) = 10 000(1.02)'. 
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Para t = 3, se tiene 

f(3) = 10 000(1.02)3 = 10 612 

Por 10 tanto, dentro de 3 anos la poblacion sera de 10 612 habitantes (vea la figura 6.9). 

AHORA RESUELVA El PROBLEMA 15 !(~_ 

EI numero e 

Es util realizar un "experimento hipotetico" con base en el analisis que siguio al ejem­
plo 6, a fin de presentar un numero importante. Suponga que se invierte un solo dolar 
durante un ano con una TPA de 100% (recuerde que se trata de un experimento hipo­
tetico) compuesto anualmente. Entonces el monto compuesto S al final del ano esta 
dado por 

S = 1(1 + 1)1 = 21 = 2 

Sin cambiar ninguno de los otros datos, ahora se considerara el efecto de aumentar el 
numero de periodos de interes por ano. Si hay n period os de interes por ano, entonces 
el monto compuesto esta dado por 

( l)n (n+1)n S = 1 1 +;:; = - n-

( 
+ l)n En la tabla siguiente se proporcionan valores aproximados de ~ para algu-

nos val ores de n. 

TABLA 6.2 Aproximaciones de e 

n 

1 

2 

3 

A 

5 

10 

100 

1000 

10000 

100000, 

1000000 

U) 1 = 2.00000 

(~)2 = 2.25000 

(~)3 = 2.37037 

(~)4 =2.44141 . 

(~)5 = 2.48832 

(¥o)10 = 2.59374 

(l8b) 100 = 2.70481 

(~)1000 =2.71692 

( 10001)10000 =2.7181.5 
'lOllOO . H. 

(i~~) lOOOO(h;,.. 2.718Z7 

(t=)loOOOOO = 2.71828 

. / (n+1)n . Resulta eV1dente que los numeros -n- aumentan conforme 10 hace n. Sm 

embargo, no se incrementan en forma indefinida. Por ejemplo, es posible demostrar que 

para cualquier entero positivo n, (n : 1) n < 3. En terminos del experimento hipoteti­

co, esto significa que si se inicia con una inversion de $1.00 al100% , no importa cuantos 
periodos de interes haya por ano, siempre se tend ran menos de $3.00 al final del ano. 

(n+1)n 
Existe un minimo numero real que es mayor que todos los numeros -- . Se deno-

I . n 
ta mediante la letra e, en honor al matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783). 
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Debe famil iarizarse con la grafica de 
la funci6n exponencial natural de la 
figura 6.10. 

PRINCIPIOS EN PRACTICA 7 

GRAFICAS DE FUNCIONES 
QUE INCLUYEN A e 
La disminuci6n multiplicativa del po­
der de compra P despues de t anos 
d~ inflaci6n al 6% puede modelar­
se mediante P = 'e-o.06t• Grafiqli~ la 
disminuci6n del , poder de compra 
como una funci6n t anos. 

El numero e es irracional porque su expansi6n decimal no se repite, como en n:yifi. 
que se mencionaron en la secci6n 0.1. Sin embargo, cada uno de los valores numerieos 

de (n : 1) n puede considerarse como una aproximaci6n decimal de e. El valor aproXi. 

mado (1000 001)1000 000 = 2 71828 proporciona una aproximaci6n de e que es co . 
1 000 000 . rrecta 

hasta el quinto decimal. 

Funci6n exponencial con base e 

El numero 

e = 2.718281828459 

donde la aproximaci6n dada es correct a hasta 12 decimales, se usa como la base para 
una funci6n exponencial. La funci6n exponencial con base e se conoce como funCion 
exponencial natural. 

Aunque e puede parecer una base extrafia, la funci6n exponencial natural tiene una 
funci6n importante en calculo (como se vera mas adelante en otro capitulo) que justifj. 
ca el nombre. Tambien surge en el analisis econ6mico y en problemas que implican ere. 
cimiento 0 declinaci6n como estudios poblacionales, in teres compuesto y decaimiento 
radiactivo. En la mayorfa de las ca1culadoras pueden encontrarse val ores aproximados 
de eX con un solo golpe de tecla. Se muestra la gr:ifica de y = eX en la figura 6.10. La tao 
bla adjunta a la figura indica los valores de y con dos decimales. Por supuesto, la grafica 
tiene la forma general de una funci6n exponencial con base mayor que 1. 

y 

x y 

- 2 0.14 

- 1 0.37 

0 1 

1 2.72 --~~~-+--L-~--~x 
- 2-1 1 2 

2 7.39 

FIGURA 6.10 Grafica de la funci6n exponencial natural. 

~l. EJEMPLO 8 Graticas de funciones que incluyen a e 

a. Grafique y = e- X
• 

Soludon: Como e- X = (~) X Y 0 < ~ < 1, la gr:ifica es la de una funci6n exponen­

cial que desciende de izquierda a derecha (vea la figura 6.11). En forma alternativa, 
puede considerarse la gr:ifica de y = e- X como una transformaci6n de la grafica de 
f(x) = eX. Como e- X = f( - x) , la gr:ifica de y = e- X s610 es la reflexi6n de la gnifiea 
de f con respecto al eje y . (Compare las gr:ificas de las figuras 6.10 y 6.11.) 

b. Grafique y = eX+2. 

Soludon: La gr:ifica de y = ex+2 esta relacionada con la de f(x) = eX. Como ex+2es 

f(x + 2),puede obtenerse la grafica de y = ex +2 mediante un corrimiento horizontal 
de la grafica de f(x) = eX dos unidades a la izquierda. (Yea la figura 6.12.) 

.; , 
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y 
y 

x y 

- 2 7.39 

- 1 2.72 

0 1 

1 0.37 ------~~~~-4--L-~~x 
-2-1 1 

2 0.14 ----~--~~~-=----~x 
- 2 - 1 1 2 

FIGURA 6.11 Gnifica de y = e-X 
• FIGURA 6.12 GrMica de y = e<+2. 

• EJEMPLO 9 Crecimiento poblacional 

La poblacion proyectada, P, de una ciudad esta dada por 

P = 100000eO.05t 

donde t es el numero de aflOS despw!s de 1990. Pronostique la poblacion para el ano 
2010. 

Soludon: EI numero de afios desde 1990 hasta 2010 es 20, de modo que se establece 
t = 20. Entonces 

P = 100 000eO.05(20) = 100 000e1 = 100 OOOe = 271 828 

AHaRA RESUELVA EL PROBLEMA 35 ~ 

En estadfstica, se utiliza una funci6n importante como modelo para describir la 
ocurrencia de eventos en la naturaleza: la funcion de distribucion de Poisson: 

e- P JLn 
f(n)=-- n=0, 1,2, ... 

n! 

EI sfmbolo JL (que se lee "mu") es una letra griega. En ciertas situaciones f(n) da la pro­
babilidad de que exactamente n eventos ocurran en un intervalo de tiempo 0 espacio. 
La constante JL es el promedio, tambien Hamado media, del numero de ocurrencias en 
dicho intervalo. EI ejemplo siguiente ilustra la distribuci6n de Poisson . 

• EJEMPLO 10 Hemocitometro y celulas 

Un hemocitometro es una camara de conteo dividida en cuadrados que se utiliza para el 
estudio del numero de estructuras microscopicas en un liquido. En un experimento muy 
conocido, 3 se diluyeron y se mezclaron completamente algunas dlulas de levadura en un 
liquido, y la mezcla se coloco en un hemocitometro. Se contaron con un microscopio las 
celulas de levadura existentes en cada cuadrado. Se encontro que la probabilidad de que 
hubiera exactamente x diu las en cada cuadrado del hemocitometro se ajustaba a una dis­
tribucion de Poisson, en donde JL = 1.8. Encuentre la probabilidad de hallar exactamente 
cuatro dlulas·en un cuadrado en particular. 

Soludon: Se usa la funci6n de distribuci6n de Poisson con JL = 1.8 Y n = 4: 

e-P JLn 
fen) =-­

. n! 

f(4) = e - 1.
8
(1.8)4 = 0.072 
4! 

3R. R. Sokal y F. 1. Rohlf, Introduction to Biostatistics (San Francisco: W. H. Freeman and Company, 
1973). 
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Por ejemplo, esto significa que en 400 cuadrados se esperaria que 400(0.072) "" 29 Co 
tuvieran exactamente 4 celulas. (En el experimento, en 400 cuadrados el numero re~ 
observado fue de 30.) 

Decaimiento radiactivo 

Los elementos radiactivos tienen la caracterfstica de que su cantidad disminuye can e\ 
tiempo. Se dice que un elemento radiactivo decae. Si N es la cantidad en el tiempo t 
entonces puede demostrarse que ' 

(3) 

donde No y A (una letra griega que se lee "lambda") son constantes positivas. Observe 
que N incluye una funci6n exponencial de t. Se dice que N sigue una ley de decaimiento 
exponencial. Si t = 0, entonces N = Noeo = No . 1 = No. Asf, la constante No representa 
la cantidad del elemento presente en el tiempo t = 0, y se Ie llama la cantidad inicial. 
La constante A depende del elemento particular involucrado, y se llama constante de 
decaimiento. 

Como N disminuye conforme el tiempo pasa, suponga que T es el tiempo que tania 
el elemento en disminuir a la mitad de su cantidad inicial. Entonces en el tiempo t = T 
se tiene N = No / 2. La ecuaci6n (3) implica que ' 

No _ N, - AT 2 - oe 

Ahora se utilizara este hecho para demostrar que en cualquier intervalo de longitud T, 
la mitad de la cantidad del elemento decaera. Considere el intervalo desde el tiempo t 
hasta t + T, que tiene longitud T. En el tiempo t, la can tid ad de elemento es Noe- At, Y en 
el tiempo t + T es 

que es la mitad de la cantidad en el tiempo t. Esto significa que si la cantidad iniciai 
presente No fuera de 1 gramo, en el tiempo T quedarfa ~ gramo, en el tiempo 2T queda­
rfa ! de gramo, y asf sucesivamente. Este valor de T se conoce como la vida media del 
elemento radiactivo. La figura 6.13 muestra una grafica de decaimiento radiactivo. 

N o/ 4 

No/8 

N 

T 

Vida media = T 

2T 3T 

FIGURA 6.13 D ecaimiento radiactivo . 

• EJEMPLO 11 Decaimiento radiactivo 
Un elemento radiactivo decae de modo que despues de t dias el numero de miligramOS 

presentes esta dado por 
N = 100e- 0062t 
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100 a. ;,Cuantos miligramos estan presentes inicialmente? 

Solucion: Esta ecuaci6n tiene la forma de la ecuaci6n (3), N = Noe- At, donde No = 

100 Y A = 0.062. No es la can tid ad inicial y corresponde a t = O. Asf que, en un inicio, 
estan presentes 100 miligramos (vea la figura 6.14). 

b. ;,Cuantos miligramos estan presentes despues de 10 dias? 

Solucion: Cuando t = 10, 

N = 100e- o.o62(10) = 100e- o.62 = 53.8 
flGURA 6.14 Grafica de la funcion de 
jecaimiento radiactivo N = 100e- 00621

. 
Por 10 tanta-, despues de 10 dfas, estan presentes aproximadamente 53.8 miligramos. 

problemas 6.1 
gfllos problemas 1 a J 2, grafique cada Juncion. 

11. y = f(x) = 4x 2. Y = f(x) = y 

r3. y = f(x) = (~r 4. y = f(x) = (~r 
IS. y = f(x) = 2(x- I)' 

1'1. Y = f(x) = y +2 

9. y = f(x) = 2X 
- 1 

U. Y = f(x) = r x 

6. Y = f(x) = 3(2Y 

8. y = f(x) = 2x - 1 

10. Y = f(x) = y - l - 1 

12. Y = f(x) = !(2xI2
) 

Bas problemas 13 y 14 se refieren a la figura 6.15, que muestra las 

rraficas de y = 0.4x, Y = 2X Y Y = Y . 

~. De las curvas A , B Y C, i,cual es la grafica de y = 5X ? 

14. De las curvas A , B y C, i,cual es la grafica de y = O.4X ? 

, . 

FIGURA 6.15 Diagrama para 
los problemas 13 y 14. 

IS. Poblacion La poblacion proyectada de una ciudad esta dada 
por P = 125000(1.11),/20, donde t es el mimero de afios a partir 
de 1995. i,Cual es la poblacion que se pronostica para el afio 
2015? 

16. Poblacion Para cierta ciudad, la poblacion P crece a una 
tasa de 1.5% por afio. La formula P = 1527000(1.015), da la 
poblacion t afios despues de 1998. Encuentre la poblacion en 

. (a) 1999 y (b) 2000. 

17. Aprendizaje por asociacion de pares En un experimento psi­
cologico sobre aprendizaje,4 se pidio a un conjunto de personas 
proporcionar respuestas especfficas despues de recibir ciertos 
estimulos. Cada estimulo consistio en un par de letras y cada 
respuesta era un digito, 1 02. Despues de cada contestacion se 
Ie revelaba al sujeto la respuesta correcta. En este experimento 
de aprendizaje denominado asociaci6n de pares, la probabili­
dad teorica P de que el individuo de la respuesta correcta en la 
n-esimo prueba esta dada por 

1 _ 
P=I --(I - ct 1, n2:1 , O <c< 1 

2 

. Laming, Mathematical Psychology (Nueva York: Academic Press Inc., 
973). 
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donde c es una constante. Tome c = ! y encuentre P cuando 
n = 1, n = 2 y n = 3. 

18. Exprese y = 23x como una funcion exponencial de base 8. 

En los problemas 19 a 27 encuentre (a) el monto compuesto y (b) el 
in teres compuesto para la inversion y tasa anual dadas. 

*19. $4000 durante 7 afios a 6% compuesto anualmente. 

20. $5000 durante 20 afios a 5% compuesto anualmente. 

21. $700 durante 15 afios a 7% compuesto semestralmente. 

22. $4000 durante 12 afios a 7.5% compuesto semestralmente. 

23. $3000 durante 16 afios a 8~% compuesto trim estral mente. 

24. $2000 durante 12 afios a 7% compuesto trimestralmente. 

25. $5000 durante 2~ afios a 9% compuesto mensualmente. 

26. $500 durante 5 afios a 11 % compuesto semestralmente. 

27. $8000 durante 3 afios a 6~% compuesto diariamente. (Suponga 
que hay 365 dias en un afio.) 

28. Inversiones Suponga que se colocan $900 en una cuenta de 
ahorros que gana intereses a una tasa de 4.5% compuesto 
semestralmente, (a) i,Cual es el valor de la cuenta al final 
de cinco afios? (b) Si hubiera generado intereses a una tasa de 
4.5% compuesto anualmente, i,cual seria su valor despues 
de cinco afios? 

29. Inversion Se compra un certificado de deposito por $6500 y 
se conserva durante seis afios. Si gana 4 % compuesto trimes­
tralmente, i,cual es el valor del certificado al cabo de seis afios? 

30. Crecimiento poblacional La poblacion de una ciudad de 
5000 habitantes crece a razon de 3% anual. (a) Determine una 
ecuacion que proporcione la poblacion despues de t afios a 
partir de ahora. (b) Encuentre la poblacion dentro de 3 afios. 
Obtenga la respuesta para (b) al entero mas cercano. 

*31. Crecimiento de bacterias En cierto cultivo crecen bacte-
rias, y su numero se incrementa a razon de 5% cada hora. Al 
inicio existfan 400 bacterias. (a) Determine una ecuacion que 
proporcione el numero, N, de bacterias presentes despues de t 
horas. (b) i,Cuantas habra al cabo de 1 hora? (c) i,Y despues de 
4 horas? De sus respuestas a (bj y (c) al entero mas cercano. 
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32. Reduccion de bacterias Cierta medicina reduce las bacterias 
presentes en una persona en 10% cada hora. Actualmente, 
existen 100000 bacterias. E labore una tabla de val ores para el 
numero de bacterias presentes en cada hora, desde 0 has ta 4 
horas. Para cada h~ra , escriba una expresi6n para el numero 
de bacterias como un producto de 100000 y una potencia de -& 
9/10. U tilice las expresiones para construir una entrada en su 
tabla para el numero de bacterias despues de t horas. Escriba 
una funci6n N para el numero de bacterias despues de t horas. 

33. RecicIado Suponga que la cantidad de pl as tico que se reci­
cl ara aumenta 30% cada afio. Haga una tabla del factor por el 
cual aumenta el recicl ado sobre la cantidad original desde 0 
hasta 3 afios. Para cada afio, escriba una expresi6n para el au­
mento como una potencia de alguna base. (,Q ue base utilizara? 
(,C6mo se relaciona esa base con el problema? Utilice su tabla 
para graficar el aumento multiplicativo como un a funci6n de 
los afios. Use su gri:lfica para determinar el momenta en que el 
reciclado se triplica . 

34. Crecimiento poblacional E n la ac tualidad , las ciudades A y B 
tienen poblaciones de 70000 y 60000 habitantes, respectivamen­
teo La ciudad A crece a razon de 4% anual y la de B a raz6n de 
5% anual. Determine la diferencia entre las poblaciones al fi nal 
de cinco afios. De su respuesta al entero mas cercano. 

Los problemas 35 y 36 involucran una poblacion que dec/ina. Si una 
poblacion disminuye a una lasa de r por periodo, entonces la pobla­
cion P despues de t periodos esta dada por 

P = Po(1 - r)t 

donde Po es la poblacion inicial (Ia poblacion wando I = 0) . 

" 35. Poblacion A causa de una recesi6n econ6mica, la poblaci6n 
de cierta area urbana disminuye a raz6n de 1.5% anual. Al 
inicio habia 350000 habitantes. (,Cuantos habra despues de tres 
afios? De su respuesta al entero mas cercano. 

36. Inscripciones Despues de un cuidadoso analisis demogri:lfico, 
una universidad pronostica que las inscripciones de estudiantes 
se reduciran a una tasa de 3% anual durante los pr6ximos 12 
afios. Si en la actualidad se cuentan 14000 estudiantes, (,cuan­
tos habra dentro de 12 afios? 

I En los problemas 37 a 40, wilice una calculadora para encontrar el 
valor (redondeado a cuatro decimales) de cada expresion. 

37. el.S 

39. e - O.7 

38. e3.4 

40. e-2!3 

En los problemas 41 y 42 grafique las funciones. 
41. y =- e- (x + l ) 42. y = 2ex 

43. L1amadas teleronicas La probabilidad de que un operador 
de telefonos reciba exactamente x llamadas durante cierto 
periodo esta dada por 

e- 3 y 
P =-­

x ! 

Encuentre la probabilidad de que reciba exactamente tres 
llamadas. Redondee su respuesta a cuatro decimales. 

44. Distribucion normal Una funci6n import ante utilizada en 
economia y decisiones de negocios es la fun cion de densidad 
de la distribucion normal, cuya forma estandar es 

1 (') I f(x) = --e- i x 

Vh 
Evalue f(O),/( - 1) Y f(1) . Redondee sus respuestas a tres 
decimales. 

45. 

46. 

*47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

Exprese ekl en la forma bt• 

1 
Exprese - en la forma b' . 

~ . 
Decaimiento radiactivo E n el caso de cierto elemento radiae- ~ 
tivo, se conservan N gramos de elemento despues de t horas ) 
donde ' .t 

N = 12e- o.031t 

(a) (,Cuantos gramos estan presentes inicialmente? (b) A la 
decima de gramo mas cercana, (,cuantos gramos permanecen 
despues de 10 horas? (c) (, Y de 44 horas? (d) Con base en su 
respuesta al inciso (c) , (,cual es su estimaci6n de la vida media I 

del elemen to? 

Decaimiento radiactivo A un cierto tiempo hay 75 miligra­
mos de una sustancia radiactiva, la cual decae de modo que 
despues de t afios el numero de miligramos presentes, N, esta 
dado por 

N = 75e- o.()45t 

(,Cuantos miligramos estan presentes despues de 10 afios? De 
su respuesta al miligramo mas cercano. 

Decaimiento radiactivo Si una sustancia radiactiva tiene una 
vida media de 8 afi os, (,en cuanto tiempo un gramo alcanza ~ 
de gramo? 

Mercadotecnia Una compania de ventas por correo se 
anuncia en una revista nacional. La compania determina que 
de todas las ciudades pequenas, el porcentaje (dado como 
un decimal) en el que exactamente x personas respondan a un 
anuncio se ajusta a una distribuci6n de Poisson, donde J.L = 0.5. 
(,En que porcentaje de ciudades pequenas puede la compania 
esperar que exactamente dos personas respondan ? Redonde~ ' 
su respuesta a cuatro decimales. 

Admision en la sal a de emergencias Suponga que el numero 
de pacientes admitidos en la sala de emergencias de un 
hospital durante cierta hora del dia tiene una distribuci6n de 
Poisson donde la media es 4. Encuentre la probabilidad de que 
haya exactamente dos pacientes de urgencia durante esa hora. 
Redondee su respuesta a cuatro decimales. 

1 52. Grafique y = 17' Y y = (-(, r en la misma pantalla. Determine 
el punto de intersecci6n. 

1 53. Sea a una constante mayor que O. Grafique y = 2' y y = 2a
• 2' en 

la misma pantalla, para val ores constantes a = 2 Y a = 3. Parece 
que la gri:lfica de y = 2a

• 2' es la gri:lfica de y = 2' recorrida a 
unidades a la izquierda. Pruebe algebraicamente que esto es 
cierto. 

1 54. Para y = 7', encuentre x si y = 4. Redondee su respuesta ados 
decimales. 

1 55. Para y = 2" determine x si y = 9. Redondee su respuesta ados 
decimales. 

1 56. Crecimiento de celulas El numero de celulas de un cultivo se 
incrementa a raz6n de 7% por hora. Al inicio estan presentes 
1000 celulas. (,Despues de cuantas horas completas habra a1 
menos 3000? 

1 57. Crecimiento de bacterias De acuerdo con el ejemplo 1, i.en 

cuanto tiempo existiran 1000 bacterias? Redondee su respUes-
ta a la decima de minuto mas cercana. 
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158. ' Ecuacion de demanda La ecuaci6n de demanda para un ju­
guete nuevo es 

(Una pista: Encuentre un numero x tal que 0.95123 = e- x.) 

(c) Utilice la ecuaci6n del inciso (b) para evaluar q al entero 
mas cercano cuando p = 10. Sus respuestas en los incisos (a) 
y (c) deben ser iguales. 

q = 10000(0.95123)" 

(a) Evalue q al entero mas cercano cuando p = 10. 

(b) Convierta la ecuaci6n de demanda a la forma 

q = 10 OOOe- xp 

159. Inversion Si se invierten $2500 en una cuenta de ahorros que 
genera interes a 4.3% compuesto anualmente, i,despues de 
cuantos afios completos la cantidad al menos se duplicara? 

OBJETI VO -
Introducir las funciones logaritmicas y sus 

graficas. Las propiedades de los logaritmos 

se estudiaran en la secci6n 6.3. 

APU NTADOR ~ 
Para repasar las funciones inve rsas, 
vaya a la secci6n 3.4. 

TABLA 6.3 Va lores seleccionados 
de la funci6n 

2X x log2 X 

1 1 -2 4 4 
1 1 - 1 
~ ~ 

1 1 0 

2 2 1 

4 4 2 

8 8 3 

6.2 Funciones logaritmicas 
• • 

Debido a que todas las funciones exponenciales pasan la prueba de la recta horizontal, 
todas son funciones uno a uno. De esto se deduce que cada funci6n exponencial tiene 
una inversa. Dichas funciones inversas a las funcjones exponenciales se llaman Juncio­
nes logar[tmicas. 

De manera mas precisa, si f(x) = b'o la funci6n exponencial base b (donde 0 < b < 1 
o 1 < b), entonces la funci6n inversa f - I (x) se llama la Junci6n logar[tmica base b y se 
denota logbx. Esto surge de las observaciones generales acerca de las funciones inversas 
expuestas en la secci6n 3.4: 

y = logbx si Y s610 si by = x 

y se tienen las siguientes ecuaciones fundamentales: 

logbb' = x (1) 
y 

(2) 

don de la ecuaci6n (1) se aplica para toda x en (-00, (0) -que es el dominio de la 
funci6n exponencial base b- y la ecuaci6n (2) se apJica para toda x en el rango de la 
funci6n exponencial base b -que es (0, (0) y necesariamente el dominio de la funci6n 
logarftmica base b- . Dicho de otra forma , dada x positiva, logbx es el numero unico 
con la propiedad de que blogb x = x. Las generalidades sobre las funciones inversas tam­
bien permiten ver de inmediato c6mo se ve una funci6n logarftmica. 

En la figura 6.16 se muestra la grcifica de la funci6n exponencial particular 
y = f(x) = 2'0 cuya forma general es tipica de las funciones exponenciales y = bX para 
la cualla base b satisface 1 < b. Se ha agregado una copia (punteada) de la recta y = x. 
La grcifica de y = f - I(X) = log~ se obtiene como la imagen de espejo de y = f(x) = 2x 

en la linea y = x. 
En la tabla 6.3 se han tabulado los valores de la funci6n que aparece como las coor­

denadas y de los puntos en la figura 6.16. 
y 

, 

" , 

, , , 

, , , 

, , 

~~~~b=b=~~~~~L-L-L-L-L-L-~x 
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" 
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- 7 
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FIGURA 6.16 GrMicas de y = 2x Y Y = logr:. 



248 Capitulo 6 Funciones exponenciales y logaritmicas 

Formas logarftmica 
y exponencial 

Loga ri tIlm 

log28 = 3 23 = 8 
t t 

base base 

FIGURA 6.17 Un logaritmo 
puede considerarse un exponente. 

PRINCIPI05 EN PRACTICA 1 

CONVERSLON DE FORMA EXPONENCIAL 

A FORMA LOGARITMICA 

5i ciertas bacterias se han estado 
duplicando cada hora, y la cantidad 
actual es 16 veces la cantidad que se 
midi6 al inieio, entonces la situaci6n 
puede representarse poi' 16 =Q'.Ex­
prese esta ecuaci6n' en forma loga­
rftmica. ,Que significa t? 

PRINCIPI05 EN PRAcTICA 2 

CONVEliSION DE FORMA 
LOGARfTMICA A EXPDNENCIAL 

Un terremoto que alcanz6 8.3 en la 
escaJa,,RiGhter puede representarse 

mediante' 8',,3 = loglO (fa), donde I es 

la intensidad del sismo e 10 es la in­
tensidad de un sismo de nivel cero. 
Represente esta ecuaci6n en forma 
exponencial. 

PRINCIPI05 EN PRAcTICA 3 

GRAFICA DE UNA FUNCION 
LOGARiTMICA CON b > 1 

Suponga que una planta de recicla­
do sa be que la cantidad de material 
que se reciclara ha aumentado un 
50% cada ano, desde su primer ano 
de operaci6n. Haga la grMica de 
cada ano como una funci6n del au­
mento multiplicativo en el reciclado 
desde el primer ano. Etiquete la gra­
fica con el nombre de la funci6n. 

Resulta claro que la funci6n exponencial base 2 y la funci6n logarftmica base 2~ 
"deshacen" sus efectos entre sf. Por 10 tanto, para toda x en el dominio de 2\ [que es 
(-00,00)] , se tiene 

y, para toda x en el dominio de log2x [que es el rango de 2\ el cual es (0,00)] , se tiene 

No puede decirse muy a menudo que 

y = logbx significa bY = x 

y viceversa 

bY = x significa y = logbx 

En este sentido, elLogaritmo de un numero es un exponente: logbx es la potencia a la 
cual debe elevarse b para obtener x . Por ejemplo, , 

Se dice que log2 8 = 3 es la forma logaritmica de la forma exponencial 23 = 8. (Vea la 
figura 6.17.) 

,~. EJEMPLO 1 Conversion de forma exponencial a forma logarltmica 

Forma exponenciaL Forma Logaritmica 

a. Como 52 = 25 se concluye que logs 25 = 2 

b. Como 34 = 81 se concluye que log381 = 4 

c. Como 10° = 1 se concluye que 10glO 1 = 0 

A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 

• EJEMPLO 2 Conversion de forma logarltmica a forma exponencial 

Forma Logaritmica Forma exponenciaL 

a. log10 1000 = 3 significa 103 = 1000 

1 
641/2 = 8 b. log648 = 2: significa 

1 1 ' ') 

c. log2 16 = -4 significa 2- 4 = -
16 

A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 

, . EJEMPLO 3 Gratica de una funcion logarftmica con b > 1 

Examine de nuevo La grafica de y = log2x de La figura 6.16. Es tipica para una juncian 
Logaritmica con b > 1. 

A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 9 



-.!11R.'1,1!,f<! que ~n . bote se peprecia 
ano. H~g~a fa grMica'def 

"",m~'ro de anos que cierto propie­
conserva el bote como una 

_ .. ,ricin de fa disminuci6n muftipfi­
de su vafororiginal. Marque 

gratica con ef nombre de fa fun-
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il. EJEMPLO 4 Gratica de una funcion logaritmica con 0 < b < 1 

Grafique y = logl /2 x, 

Solucion: Para graficar los puntos se usa la forma exponencial equivalente y = (if y se 
refleja la gnifica en la recta y = x, 

6 

5 

4 

3 

y 

, , , " , 

, , , 

__ L--L __ L--L __ L--L~~~~==~=d __ ~~ __ x 
-6 -5 -4 -3 - 2 - 1 " 

; ...... ~ 1 

, , , , 

, 

, , , , 

, , , 

345 6 

, 
... ,,' -2 , 

,/ - 3 

- 4 

- 5 

-6 

FIGURA 6.18 Gnificas de y = (~r y y = logl /2 x, 

A partir de la gnifica, puede verse que el dominio de y = log1l2 x esta conformado 
por el conjunto de todos los numeros reales positivos, que es el rango de y = (if, y el 
rango de .>; = logl /2 x consiste en todos los numeros reales, que a su vez es el dominio 
de y = (i) , La grafica desciende de izquierda a derecha. Los numeros entre ° y 1 tienen 
logaritmos base i positivos y, entre mas cerca esten del 0, mayor es su logaritmo base i. 
Los numeros mayores que 1 tienen logaritmos base i negativos. Ellogaritmo de 1 es 0, 
sin importar La base b, y corresponde a la intersecci6n x (1 , 0). Esta grlifica es represen­
tativa para una funci6n logarftmica con ° < b < 1. 

y y = 10gb x , 
b >l 

----~--~----------_x 

(a) 

FIGURA 6.19 Formas generales de y = 10gb X. 

A HaRA RESUELVA EL PROBLEMA 11 

Y 

y = iogbx, 
O<b <l 

----~--~----------- x 

(b) 

Para resumir los resultados de los ejemplos 3 y 4, puede decirse que la grlifica de 
una funci6n logarftmica tiene una de dos formas generales, dependiendo si b > 1 0 si ° < b < 1 (vea la figura 6.19). Para b > 1 la grafica asciende de izquierda a derecha; 
conforme x se acerca a 0, los valores de la funci6n disminuyen indefinidamente y la 
grafica se hace cada vez mas pr6xima al eje y. Para ° < b < 1, la grlifica desciende de 
izquierda a derecha; conforme x se acerca a 0, los valores de la funci6n crecen indefini­
damente y la grlifica se acerca al eje y. En cad a caso observe que: 

1. EI dominio de una funci6n logarftmica es el intervalo. (0,00). Esto es, no existe loga­
ritmo de numeros negativos ni del 0. 
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Debe familiarizarse con la grafica del 
logaritmo natural de la figura 6.20. 

y 

1 

-+--JL---'------ x 

FIGURA 6.20 GrMica de la 
funcion logaritmo natural. 

PRINCIPIOS EN PRAcTICA 5 

CALCULO DE LOGARITMOS 

Ef I1ciniero ,de'ano~que n~cesit~ ,ul1a 
cantidad inveftida 'a uOcttasa a'nual 
d~ , r. " cOf1]puesta~~' ,!"a"hera fqntj- ,H 

f !Jup. IRara, cuadrupliCar!~u . vplqr es 
~maJurici6nde latpsa,a,;~alr:.dad.a 

'1I " In;~ '" "" '" to 

fpOr (r) = ' ',i' , ,, l,Js,eu!Jp' c;alc;ulado-

ra ·para'~eni::ontrar, la f.tasa' necesaria 
"para k u'adrupticar llnainversi6n en '0 anos,'" 

1.; 

Recuerde la manera en la que 
un logaritmo se convierte en un 
exponente. 

PRINCIPIOS EN PRAcTICA 6 
, 

RESOLUtl6 N DE ECU.ACIONES ·~ 
U;)GARiTMICAS Y EXf 0 l:!ENPALES 

EI aumento mu!tipV,cptivo m" ,qe 1.11) 
manto invertidS,>, aY"na t,!sa anual de 
r. capitaliz,abl~ ,d~ !;"~~era, continua 
dural1te un tiempo t esta d~C1C) .por 
m = en. (. Que tasa anual" es riecesa­
ria para triplicar,la inversi6n ,~n 12 
anos? ,',l, , 

2. El rango es el intervalo ( -00,(0). 

3. Ellogaritmo de 1 es 0, que corresponde ala intersecci6n x (1,0). 

Los logaritmos de base 10 son llamados logaritmos comunes. Se utilizaban con fre. 
cuencia para prop6sitos de c6mputo antes de la epoca de las ca1culadoras. En general 
se omite el subfndice 10 de la notaci6n: ' ' 

log x significa 10glO x 

Los logaritmos de base e son import antes en el ca1culo y se conocen como logarit. 
mos naturales. Para tales logaritmos se usa la notaci6n "In": 

In x significa loge x 

El sfmbolo In x puede leerse "logaritmo natural de x". Su ca1culadora da valores aproxi. 
mados para los logaritmos naturales y comunes. Por ejemplo, verifique que In 2 "" 
0.69315. Esto significa que e0 6931S = 2. La figura 6.20 muestra la gr:ifica de y '= In x. 
Como e > 1, la gnifica tiene la forma general de una funci6n logarftmica donde b > 1 
[vea la figura 6.19( a)] y asciende de izquierda a derecha. Aunque estan bien establecidas 
las convenciones acerca de log, sin subfndice, y In en los libros elementales, debe tener 
cuidado alleer textos avanzados. En ese tipo de libros, por 10 general log x significa log, 
x, y In no se utiliza, ademas los logaritmos base 10 se escriben de manera expifcita como 
10giO x . 

'. EJEMPLO 5 Cillculo de logaritmos 

a. Encuentre log 100. 

Soludon: Aquf la base es 10. Asf que log 100 es el exponente al que debe elevarse 
10 para obtener 100. Como 102 

'= 100, log 100 = 2. 

b. Encuentre In 1. 

Soludon: Aquf la base es e. Como eO = 1, In 1 '= O. 

c. Encuentre log 0.1. 

Soludon: Como 0.1 '= fa = 10- \ log 0.1 '= -1. 

d. Encuentre In e- 1• 

Soludon: Como In e- 1 es el exponente al que debe elevarse e para obtener e-l, es 
claro que In e- 1 '= -1. 

e. Encuentre log36 6. 

Soludon: Como 361/ 2 ( = V36) es 6, log36 6 '= ~. 

A HaRA RESUELVA EL PROBLEMA 3 

Muchas ecuaciones que incluyen formas logarftmica 0 exponencial, pueden resol­
verse para una cantidad desconocida transformando primero de la forma logarftmica a 
la exponencial 0 viceversa. EI ejemplo 6 ilustra esta acci6n. 

(. EJEMPLO 6 Resolucion de ecuaciones logaritmicas y exponenciales 

a. Resuelva log2 x = 4. 

Soludon: Puede obtenerse una expresi6n expifcita para x al escribir la ecuaci6n en 
forma exponencial. Resulta 

de modo que x '= 16. 

b. Resuelva In(x + 1) '= 7. 

Soludon: De la forma exponencial resulta e7 
'= x + 1. Asf, x '= e7 - 1. 



10 

FIGURA 6.21 Funci6n de decaimiento 
radiactivo N = lOe-o,OO50lr, 
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c. Resuelva 10gx 49 = 2. 

Solucion: En la forma exponencial,x2 = 49, de modo quex = 7. Se rechazax = -7, 
porque un numero negativo no puede ser una base de una funci6n 10garftmica. 

d. Resuelva eSx = 4. 

Solucion: Puede obtenerse una expresi6n explfcita para x al escribir la ecuaci6n en 
forma logarftmica. Se tiene 

In4 = 5x 

In4 
x= -

5 
AHORA RESU ELVA EL PROBLEMA 49 ~_ 

Decaimiento radiactivo y vida media 

A partir del estudio de decaimiento de un elemento radiactivo de la secci6n 6.1, se sabe 
que la cantidad presente en el instante testa dada por 

(3) 

donde No es la cantidad inicial (la cantidad en el instante t = 0) Y A es la constante de 
decaimiento. Ahora se determinani la vida media T del elemento. En el instante T, se 
encuentra presente la mitad de la cantidad inicial. Esto es, cuando t = T, N = No / 2. Asf, 
de la ecuaci6n (3), se tiene 

No A T - AT 
- = HOe 
2 

Al resolver para T, se obtiene 

(al tomar recfprocos de ambos Jados) 

Para obtener una expresi6n explfcita para T, se convierte a la forma logarftmica. Esto 
resulta en 

Para resumir, se tiene 10 siguiente: 

AT = In2 
In2 

T= ­
A 

Siun eleriieluo mdi~~tivo tiene unaconstante~e decaimient~ A, entonces..la vida media 
T del el~rne~to"esta dada ,?r y' ' , ,;:', ",t. 

T= ­
A 

• EJEMPLO 7 Determinacion de la vida media 

Una muestra de 10 miligramos de polonio radiactivo 210 (que se denota por 21OPO) decae 
de acuerdo con la ecuaci6n 

N = 10e- O,OOSOlt 

donde N es el numero de miligramos presentes despues de t dias (vea la figura 6.21). De­
termine la vida m edia del 210po. 

Solucion: Aquf la constante de decaimiento A es 0.00501. Por la ecuaci6n (4), la vida 
media esta dada por: 

T = In2 = In2 = 138.4 dfas 
A 0.00501 

A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 63 ' . 
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Problemas 6.2 
En los problemas 1 a 8, exprese cada forma logaritmica de manera 
exponencial y cada forma exponencial de m anera logaritmica. 

' I. 104 = 10 000 
. ]. log2 64 = 6 

5. e3 = 20.0855 

7. In 3 = 1.09861 

2. 2 = logl2 144 

4. 82/3 = 4 

6. e0.3364 7 = 1.4 

8. log 5 = 0.6990 

En los problemas 9 a 16, grafique las funcio nes. 

' I) . Y = f(x) = log3 x 

' 11. Y = f(x) = logl/4 x 

13. y = f(x) = log2 (x - 4) 

15. Y = f(x) = -2ln x 

10. Y = f(x) = lo~ 2x 

U. y = f(x) = logIls x 

14. Y = f(x) = log2 (-x) 

16. y = f(x) = In (x + 2) 

En los problemas 17 a 28, evahie la expresi6n. 

17. log6 36 18. log2 64 19. log3 27 

20. log16 4 21. log77 22. log 10 000 

23. 10gO.01 24. log2 ij2 25. logs 1 

26. logs ds 27. log2 ~ 28. log4 V'4 
Encuentre x en los problemas 29 a 48. 

29. log3 x = 4 

31. logs x = 3 

33. log x = - 1 

35. Inx = - 3 

37. log" 8 = 3 

39. logx i = - 1 

41. log3 x = -3 

43. logx(6 - x) = 2 

45. 2 + log2 4 = 3x - 1 

47. logx(2x + 8) = 2 

30. log2x = 8 

32. log4x = 0 

34. In x = 1 

36. logx 25 = 2 

38. logx 3 = ! 
40. logx Y = 1 

42. logx(2x - 3) = 1 

44. logg 64 = x - I 

46. log3(x + 2) = -2 

48. logx(6 + 4x - x 2 ) = 2 

Encuentre x en los problemas 49 a 52 aden1lis exprese su respuesta en 
terminos de logaritmos naturales. 

-" 41). e3x = 2 

51. e2x - S + 1 = 4 

50. 0.leo.1x = 0.5 

52. 6e2x - 1 = ~ 

l En los problemas 53 a 56, ucilice su calculadora para encon trar el' 
valor aprox imado de cada expresi6n. Redondee su respuesta a cinco 
decimales. 

53. In 5 

55. In 7.39 

54. In 4.27 

56. In 9.98 

57. Apreciacion Suponga que una antigiiedad incrementa su va­
lor en 10% cad a ano. Haga una griifica de l numero de anos que 
cierto propietario la conserva como una funcion del aumento 
multiplica tivo de su valor original. Marque la gnHica con e l 
nombre de la funcion. 

58. Ecuacion de costo Para una compania, el costa por producir 
q unidades de un producto est a dado por la ecuacion 

c = (3q In q) + 12 

Evalue e l costa cuando q = 6. (Redondee su respuesta a dos 
decimales. ) 

59. Ecuacion de oferta La ecuacion de oferta de un fabricante es 

donde q es e l numero de unidades ofrecidas al precio unitario 
p. i A que precio el fabricante ofrecera 1980 unidades? 

60. Terremoto La magnitud, M, de un terremoto y su energia, E; 
estan re lacionadas por la ecuacions ' 

1.5M = log C.5 :1011 ) 

donde M esta dada en terminos de la escala preferencial de Ri. 
chter de 1958 y E se encuentra en ergios. Resuelva la ecuaci6n 
para E. 

61. Biologia Para cierta poblacion de celulas, e l numero de ellas 
en el in stante testa dado por N = No(21Ik), don de No es el 
numero de celulas en t = 0 Y k es una constante positiva. 
(a) E ncuentre N cuando t = k. (b) i Cwi\ es e l significado 
de k? (c) D emuestre que el tiempo necesario para tener una 
poblacion de NI puede escribirse como 

Nl 
t = klog2 -

No 

62. Bienes secundarios En un analisis de bienes secundarios, 
Persky6 resuelve una ecuacion de la forma 

x 2 

uo = A In (xd + ~ 

para x l' donde XI y x2 son cantidades de dos productos, Uo es 
una medida de la utilidad y A es una constante positiva. Deter­
minex l · 

*63. Decaimiento radiactivo U na muestra de 1 gramo de plomo 
211 radiactivo ell Pb) decae de acuerdo con la ecuacion N = 
e- O.OI9201, donde N es e l numero de gram os presentes despues 
de t minutos. E ncuentre la vida media de l 211 Pb a la decima de 
minuto mas cercana. 

64. Decaimiento radiactivo Una muestra de 100 miligramos de 
actinio 277 radiactivo (227 Ac) decae de acuerdo con la ecuaci6n 

N = 100e - O.03194( 

don de N es el numero de miligramos presentes despues de t 
anos. E ncuentre la vida media del 227 Ac a la decima de ano 
mas cercana. 

65. Si log), x = 3 Y log, x = 2, encuentre una formula para z como 
una funcion explicita que dependa solo de y. 

66. 

171. 

Despeje y como una funcion explfcita de X si 

x + 3e2
)' - 8 = 0 ~ .. 

Suponga que y = f(x) = X In x. (a) i Para que valores de x eS 
y < O? (Una pista: Determine el momenta en que la grafica ; ;~ 
esta por debajo del eje x .) (b) D etermine el rango de f. " !, 
E ncuentre la inte rseccion con e l eje x de y = x2 In x. 

Use la griifica de y = e-' para estimar In 3. Redondee su res- I 

puesta ados decimales. . (; 

Uti lice la grafica de y = In x para estimar e2 R edondee su . ~ 
respuesta ados decimales. .1 

D ete rmine los val ores en x de los puntos de intersecci6n de 
griificas de y = (x - 2)2 Y Y = In x. R edondee sus respuestas a 
dos decimales. 

5K. E. Bullen , An Introduction 10 the Theory of Seismology (Cambrid 
Reino Unido: Cambridge at the University Press, 1963). 
6A. L. Persky, "An Inferior Good and a Novel Indifference Map", 
American Economist, XXIX, num. 1 (primavera de 1985). 



OSJE TIVO 
:.---
Estudiar las propiedades basicas de las 

(unciones logaritmicas. 

ADVE RTE NCIA 

Asegurese de que entiende 

claram ente las p rop iedades 1, 2 Y 3, 

las cual es no se aplican a l logaritmo 

de una suma Ilog/, (III + II)] , al 

logaritmo de una diferencia 

~og//1I - 11) I, a l p roducto de d os 

Iogaritmos I (Ing"nz)(Iog,,nl j, n l ala 

. [IOgbnz] division de dos logantmos -I -(J- • 

o",,,n 

TABLA 6.4 Logaritmos comunes 

log x x logx 

0.3010 7 0.8451 

0.4771 8 0.9031 

0.6021 9 0.9542 

0.6990 10 1.0000 

0.7782 e 0.4343 

Aunque los loga r itmos de l ejemp lo 1 
Plft!den encontrarse con u na ca lcula ­
dora, se hara uso de las p ropiedades 
de los logari tmos. 
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6.3 Propiedades de los logaritmos 
•• 

La funci6n logaritmica tiene muchas propiedades importantes. Por ejemplo, 

que dice que el logaritmo del producto de dos numeros es la suma de los logaritmos 
de esos numeros. Esta propiedad puede probarse al derivar la forma exponencial de la 
ecuaci6n: 

Si se usa primero una regia conocida para los exponentes, se tiene 

=mn 

donde la segunda igualdad usa dos instancias de la ecuaci6n fundamental (2) de la sec­
ci6n 6.2. Las dos propiedades siguientes no se probanin, porque sus demostraciones son 
similares a la de la propiedad 1. 

m 
2. 10gb - = 10gb m - 10gb n 

n 
Es decir, ellogaritmo de una divisi6n es la diferencia dellogaritmo del numerador 
menos ellogaritmo del denominador. 

3.logb ni = r 10gb m 

Es decir, ellogaritmo de una potencia de un mimero es el exponente por ellogaritmo 
del mimero. 

En la tabla 6.4 se proporcionan los val ores de algunos logaritmos comunes. La 
mayorfa de las entradas son aproximadas. Por ejemplo, log 4 = 0.6021 , que significa 
10006021 = 4. Para ilustrar el uso de las propiedades de los logaritmos, se usani esta tabla 
en algunos de los ejemplos siguientes. 

• EJEMPLO 1 Determinacion de logaritmos con el uso de la tabla 6.4 

a. Encuentre log 56. 

Solucion: log 56 no esta en la tabla. Pero puede escribirse 56 como el producto de 
8· 7. As!, por la propiedad 1, 

log 56 = log(8 . 7) = log 8 + log 7 = 0.9031 + 0.8451 = 1.7482 

b. Encuentre log ~. 

Soludon: Por la propiedad 2, 

9 
log 2: = log9 - log 2 = 0.9542 - 0.3010 = 0.6532 

c. Encuentre log 64. 

Solucion: Como 64 = 82, por la propiedad 3, 

log 64 = log 82 = 2 log 8 = 2(0.9031) = 1.8062 

d. Encuentre /5. 
Solucion: Por la propiedad 3, se tiene 

1 1 
log v's = log 51/ 2 = - log 5 = - (0.6990) = 0.3495 

2 2 
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Las manipulaciones como las del 
ejemplo 3 se ut il izan con frecuencia 
en ca lculo. 

16 
e. Encuentre log 21. 

Solucian: 

16 
log 21 = log 16 -log21 = log(42) -log(3 ·7) 

= 2 log4 - [log3 + log7] 

= 2(0.6021) - [0.4771 + 0.8451] = -0.1180 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 

ut EJEMPlO 2 Reescritura de expresiones logarltmicas 

1 
a. Exprese log 2 en terminos de log x. 

x 

Solucian: 

1 
log 2 = logx - 2 = -2logx 

x 
(Propicdad 3) 

Aquf se ha supuesto que x > O. Aunque log(l / x 2) esta definido para x * 0, la expre· 
si6n -2log x s610 esta definida si x > O. Observe que se tiene 

1 
log 2 = logx - 2 = -2 log Ix l 

x 

para toda x * O. 

b. Exprese log ~ en terminos de log x , para x > O. 
x 

Solucian: Por la propiedad 3, 
1 

log - = log x - I = -llogx = -log x 
x 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 

Del ejemplo 2(b), se observa que log(lIx) = -log x. Si se generaliza se obtiene . 
propiedad siguiente: 

1 
4. 10gb - = - 10gb m 

m 
Es decir, ellogantmo del "reciproco de un Dumero1es el negativo dellogaiitmo d 
DUmero. 

. . 

. 2 3 
Por e]emplo, log - = -Iog-. 

3 2 

~ . EJEMPlO 3 Escritura de logaritmos en terminos de logaritmos 
mas simples 

x 
a. Escriba In - en terminos de In x, In z y In w. 

zw 

Solucian: 
x 

In - = In x -In(zw) 
ZW 

= In x - (In z + In w) 

= In x - In z - In w 

(Propicdad 2) 

(PropicLiad I) 

x5(x - 2)8 
b. Escriba In 3 3 en terminos de In x , In(x - 2) y In(x - 3). 

x-



PRINCIPIOS EN PRAcTICA 1 

MBINACI6N DE LOGARITMOS 
>, 

medida en la escala de Richter 
un terremoto esta dada por 

,",lOg(~} donde I es I~ intensidad 

I terremoto e 10 es la intensidad de 
un terremoto de nivel cero. ,Cuan­
tas veces es mayor, en la escala de 
lichter, un terremoto con intensi­

ad 900000 veces la intensidad de 
n terremoto con nivel cero, que 
n terremoto con intensidad 9000 

es la intensidad de un terre.moto 
nivel cero? Escriba la respuesta 

mo una expresi6n que incluya 10-
ritmos. Simplifique la expresi6n 
r medio de reducci6n de logarit-
5, y despues evalue la expresi6n 
ultante. '4, 

PRINCIPIOS EN PRAcTICA 2 

MPLlFlCACI6N DE EXPRESIONES 
GARiTMICAS 

Un terremoto es 10000 veces mas 
nso como UR terr.emoto de nivel 

0, ,cual es su medida en la es~a­
de Richter? Escriba la respuesta 
mo una expresi6n logarftmica y 
pliffquela. (Para obtener la f6rmu­
vea Principios en practica 1.) 
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Soludan: 

In 3 x 5(x - 2)8 
x -3 [

X5(X - 2)8] 1/ 3 1 x 5(x - 2)8 
= In = - In ---,--

x-3 3 x-3 

1 
= 3"{ln[x\x - 2)8] -In(x - 3)} 

1 
= 3" [In x5 + In(x - 2)8 - In(x - 3)] 

1 
= 3"[5lnx + 8ln(x - 2) -In(x - 3)] 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 29 _ 

• EJEMPlO 4 Combinadan de logaritmos 

a. Escriba In x - In(x + 3) como un solo logaritmo. 

Soludan: 
x 

Inx -In(x + 3) = In -­
x +3 

(Propiedad 2) 

b. Escriba In x + In 7 -In 2 - 2 In 4 como un solo logaritmo. 

Soludan: 
In 3 + In 7 - In 2 - 2 1n 4 

= In 3 + In 7 - In 2 - In( 42) 

= In3 + In7 - [In 2 + In(42)] 

= In(3 ,7) - In(2 .42) 

= In 21 -ln32 

21 
=In-

32 

(Propicdad 3) 

(Propicdad ]) 

(Propiedad 2) 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 37 

Como bO = 1 Y b1 = b, al convertir a formas logarftmicas se tienen las propiedades 
siguientes: 

• EJEMPlO 5 Simplificadan de expresiones logaritmicas 

a. Encuentre In e3x• 

Soludan: Por la ecuaci6n fundamental (1) expuesta en la secci6n 6.2, don de b = e, 
se tiene In e3x = 3x. 

b. Encuentre log 1 + log 1000. 

Soludan: Por la propiedad 5, log 1 = O. Por 10 tanto, 

log 1 + log 1000 = 0 + log 103 

c. Encuentre log7 \178. 
Soludan: 

=0+3 

=3 

(Ecuaci6n fundament al (1) 
de la secci6n 6.2 donde b 10) 
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Las man ipul ac iones como las del 
ejem plo 3 se utilizan con frecuencia 
en calculo. 

16 
e. Encuentre log 21 ' 

Solucion: 

16 
log 21 = log 16 -log21 = log(42) - log(3 ·7) 

= 2 log4 - [log3 + log7] 

= 2(0.6021) - [0.4771 + 0.8451] = -0.1180 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 

• EJEMPLO 2 Reescritura de expresiones logaritmicas 

1 
a. Exprese log z en ferminos de log x. 

x 

Solucion: 

1 
log z = log x - 2 = - 210gx 

x 

Aquf se ha supuesto que x > O. Aunque 10g(1 / x 2) esta definido para x *- 0, la expre. 
sion -2 log x solo est a definida si x > O. Observe que se tiene 

1 
log z = log x - 2 = -2 10g Ixl 

x 

para toda x "* O. 

b. Exprese log ~ en ferminos de log x , para x > O. 
x 

Soludon: Por la propiedad 3, 
1 

log - = logx - 1 = -llogx = - log x 
x 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 

Del ejemplo 2(b), se observa que 10g( lIx) = - log x. Si se generaliza se obtiene Is 
propiedad siguiente: 

1 
4. 10gb - = - 10gb m 

m 

Es decir, ellogaritmo del reciproco de un numero es el negativo del 
numero. 

. 2 3 
Por ejemplo, log - = - log - . 

3 2 

• EJEMPLO 3 Escritura de logaritmos en terminos de logaritmos 
mas simples 

x 
a. Escriba In - en terminos de In x, In z y In w. 

zw 

Soludon: 
x 

In - = In x - In(zw) 
zw 

= In x - (ln z + In w) 

= In x - In z - In w 

x 5(x - 2)8 
b. Escriba In ' 3 en terminos de In x, In(x - 2) y In(x - 3). 

x-



IIBINACIO'N DE LOGARITMOS 

_ !OICla en la escala de Richter 
esta dada por 

+oj d~nde 1 es la, .intensidaq 

..... · .. mntn e 10 es la intensidad de 
I!Arr .. mnTn de nivel cero. i. Cuan-

es mayor, en la escala de 
un terremoto con intensf: 

900000 veces la intensidad de 
"~r,pn~ntn con nivel cero, que 
..".'lI>mntn con intensidad 9000 

cero? Escriba la respuesta 
una expresi6n que incluya 10-

Simplifique la expresi6n 
de reducci6n de logarit-

despues evalue la expresi6n 

tJA(:ACION DE EXPRESIONES 

IIItn'pmntn es 10000 veces mas 
,UR terr.emoto de nivel 

I> • e~ su medida en la eSfa-
:KIr:lhtp,r7 Escriba la respuesta 

expresi6n logaritmica y 
(Para obtener la f6rmu­

pios en practica 1.) 

Solucion: 

In 3 x5(x - 2)8 
x -3 

Secc. 6.3 Propiedades de los logaritmos 255 

1/ 3 

[

X5(X - 2)8] 1 x5(x - 2)8 
= In = - In - ---

x-3 3 x-3 

1 
= 3 {ln[x\x - 2)8] - ln(x - 3)} 

1 
= 3 [In x 5 + In(x - 2)8 - In(x - 3)] 

1 
= 3 [51n x + 8 ln(x - 2) -In(x - 3)] 

AHaRA RESUELVA EL PROBLEMA 29 ' • 

• EJEMPLO 4 Combinacion de logaritmos 

a. Escriba In x - In(x + 3) como un solo logaritmo. 

Solucion: 
x 

Inx -In(x +3) = In-­
x +3 

(Prop iedad 2) 

b. Escriba In x + In 7 - In 2 - 2 In 4 como un solo logaritmo . 

Solucion: 
In 3 + In 7 - In 2 - 21n 4 

= In 3 + In 7 - ln 2 - In(42) 

= In 3 + In7 - [ln2 + In(42)] 

= In (3 ,7) - In(2 .42) 

= In 21 - ln 32 
21 

= In -
32 

( Propi eLind 3) 

(Propicdad 1) 

( Propiedad 2) 

AHaRA RESUELVA EL PROBLEMA 37 ':':'. 

Como bO = 1 Y bl = b, al convertir a formas logarftmicas se tienen las propiedades 
siguientes: 

• EJEM PLO 5 Simplificacion de expresiones logaritmicas 

a. Encuentre In e3x. 

Solucion: Par la ecuaci6n fundamental (1) expuesta en la secci6n 6.2, donde b = e, 
se tiene In e3x = 3x. 

b. Encuentre log 1 + log 1000. 

Solucion: Par la propiedad 5, log 1 = O. Par 10 tanto, 

log 1 + log 1000 = 0 + log 103 

c. Encuentre log7 \178. 
Solucion: 

=0+3 

= 3 
(Ecuac ion funda me nt a l (1) 
de la secci6 n 6.2 doncle b = 10) 
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d. Encuentre log3 (~~). 
Solucion: 

log3 G~) = log3 c:) = IOg3(3 - 1) = - 1 

1 
e. Encuentre In e + log - . 

10 
Solucion: 

I 
In e+ log - = ln e+ log10- 1 

10 
= 1 + (- 1) = 0 

A HO RA RE SUELVA EL PRO BLEMA 41 

No confunda In x2 con (In X)2. Se tiene 

In x2 = In(x . x) 
pero 

(lnx)2 = (In x)(1n x) 

Algunas veces (In X) 2 se escribe como In2 x. Esta no es una nueva formula , sino s610 
una notacion. De manera mas general, algunas personas escriben f 2(X) para (f(x))2. Se 
recomienda evitar la notacion j2(x) . . 

• EJEM PLO 6 Uso de la ecuacion (2) de la seccion 6.2 

a. Encuentre e1n x'. 

Solucion: Por (2) , donde b = e, e1n x' = x 2 

b. Resuelva 10log x' = 25 para x. 

Solucion: 

1Ologx' = 25 

x 2 = 25 

x = ::':::5 

A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 45 

• EJEMPLO 7 Evaluacion de logaritmos de base 5 

Utilice una calculadora para encontrar logs 2. 

Solucion: Las calculadoras comunes tienen tec1as para logaritmos de base 10 y de base 
e, pero no para base 5. Sin embargo, es posible convertir logaritmos de una base a otra. 
Ahora se convertira de base 5 a base 10. Primero, se establece x = logs 2. Entoncel 
SX = 2. Al tomar los logaritmos comunes en ambos lados de SX = 2, se obtiene 

log5X = log2 

x logS = log2 

x = log 2 = 0.4307 
logS 

Si se hubieran tornado logaritmos naturales en ambos lados, el resultado seriax:# 
(In 2)/(ln 5) .= 0.4307, igual que antes. 

Si se generaliza el metodo utilizado en el ejemplo 7 se obtiene la llamada .f6rmula 

de cambio de base: 

Formula de cambio de base 



Secc. 6.3 Propiedades de los logaritmos 2 57 

Algunos estudiantes opinan que la f6rmula para el cambio de base es mas faeil de 
recordar cuando se expresa en la forma 

(logo b)(log"m) = log{/ m 

en la eual aparentemente se cancel an las dos instancias de b. Ahora se vera c6mo probar 
esta identidad , pues la eapacidad de comprobar la verdad de dichos enunciados mejora 
la habilidad de usarlos en aplicaciones praeticas. Como logo m = y precisamente si aY = 

m , esta tarea es equivalente a mostrar que 

y se tiene que 

a (Ing" " )( Iogh III ) = (a log" h) log/> III 

= blogl> lII 

= 111 

si se usa una regIa para exponentes y la ecuaci6n fundamental (2) dos veees. 
La f6rmula de cambio de base permite la conversi6n de logaritmos de base b a base a . 

• EJEMPLO 8 Formula de cambio de base 

Exprese log x en terminos de logaritmos naturales. 

Solucion: Debe transformarse de base 10 a base e, por 10 que se utiliza la f6rmula de 
cambio de base (propiedad 7) donde b = 10, m = x y a = e. 

log x Inx 
logx = log x = __ e_ = --

10 loge 10 In 10 

A HORA RESUELVA EL PROBLEMA 49 _ 

Despliegue la graiica de y = log2 x. 10 

Para introducir la funci6n, primero se convier­
a la base e 0 a la base 10. Se elige la base e. Por la pro-

7, 

loge X Inx 
y = log2 X = -- = -

loge 2 In2 

s~ grafica y = (In x)/(In 2), que se muestra en la 
6.22. 

Problemas 6.3 
En [os problemas J a lO se estab/ece qlle log 2 = a, log 3 = b y 
logs = c. Exprese e//ogaritmo indieado en termil10s de a, b y c. 

L log30 2. log 16 
2 

;, log -
3 

5 8 6 4. log- S. log - 6. log -
2 3 25 

7. log36 8. log 0.00003 9. log23 

It log3 5 

&z [os problemas J J a 20, determine el va/or de /a expresi6n sill e/ 
'-0 de Una ca/ell/adora. 

lt log7748 12. log:; (S J S)5 13. log 0.000000 I 

-10 

FIGURA 6.22 Grafica de y = logr' 

14. 10log3 4 IS. In e:; .!11 16. In e 

I 
17. In -

e2 
18. log3 81 1'.1, log fcJ + In e3 

20. eln7T 

En los proh/emas 2 J a 32. escriiJa /a expresiiln en terminos de In x , 
In (x + I) y In(x + 2). 

21. In(x(r + L?) 

J x -
23.ln --­

(x + 1)3 

.;x 
22. In - ­

x + I 

24. In(x(x + L) 3 
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25. C+1y In --
x +2 

27. In 
x 

(x + 1)(x + 2) 

'29. In .jX 
(x + 1)2(x + 2)3 

31. In -- - -( 1 (1J;) 
x + 2 x+1 

26. In v'x(x + l)(x + 2) 

28. In 
x 2(x + 1) 

x + 2 

30. In x 
(x + l)(x + 2) 

x 3 (x + 2)2 
32. In ' 

(x + 1)3 

53. Si eln z = 7eY, resuelva para yen terminos de z. 

54. Estadistica En estadfstica, la ecuaci6n de regresi6n y "= ab> 
reduce a una forma lineal tomando logaritmos en ambos lad Ie 
Exprese log y en terminos de x , log a y log b, y explique qUe oa 
significa que la expresi6n resultante sea lineal. 

55. 

En los problemas 33 a 40, exprese cada una de las formas dadas 
como un solo logaritmo. 

Remuneracion militar En un estudio de reclutamiento mili. 
tar, Brown 7 considera la remuneraci6n militar total C como I 
suma de la remuneraci6n militar basica B (que incluye el val

a 

de los gastos, las exenciones fiscales y el salario base) y las Or 
prestaciones de educaci6n E. Asf, C = B + E. Brown establece 
que 

In C = In B + In (1 + ~) 
33. log6 + log4 

35. log2(2x) - log2(x + 1) 

'· 37. 5 log2 10 + 2 1og2 13 

34. log3 10 - log3 5 
1 

36. 2 10gx - 2 log(x - 2) 

38. 5(2 logx + 3 10gy - 2 10g z) 

Veriffquelo. 

56. 

39. 2 + 10 log 1.05 

1 
40. 2 (log 215 + 810g 6 - 3 log] 69) 

Terremoto De acuerdo con Richter,8 la magnitud M de Un 
terremoto que ocurre a 100 km de cierto tipo de sism6grafo 
esta dada por M = log(A) + 3, don de A es la amplitud del tra. 
zo registrado (en milfmetros) del terremoto. (a) Encuentre la 
magnitud de un terremoto que registra una amplitud de trazo 
de 10 mm. (b) Si un terremoto tiene amplitud AI y magnitud 
M I , determine la magnitud de un temblor con amplitud lOA En los problemas 41 a 44, determine los valores de las expresiones 

sin ulilizar una calculadora. 
, . d M I en termmos e I. 

':'41. e4 1n3 - 31n4 
~ 1l!il 57. 

42. log2 [ln( v'5 + e2 + 15) + In( v'5 + e2 - 15)] il1l 58. 

Muestre la gratica de y = log6 x. 

Muestre la gratica de y = log4(x + 2). 

Muestre las graticas de y = log x Y Y = In x en la misma pan. 43. log6 54 - log69 

44. log3 v'3 - log2 .yz - logs V's 
Encuentre x en los problemas 45 a 48. 

ill 59. 
In 10 

talla. Parecen ser identicas. (,Por que? 

':. "'5. e1n (2x ) = 5 46. 41og, x+ log, 2 = 3 

En la misma pantalla, despliegue las gnificas de y = In x y 
de y = In ( 4x). Parece que la gratica de y = In( 4x) es la de 
y = In x recorrida hacia arriba. Determine de manera algebrai· 
ca el valor de este corrimiento. 47. 1OIogx' = 4 48. e31nx = 8 

En los problemas 49 a 53, escriba cada expresi6n en lerminos de E n la misma pantalla, exhiba las graticas de y = In(2x) y 
de y = In(6x). Parece que la gratica de y = In(6x) es la de logaritmos naturales. 

" 4{). log2(2x + 1) 50. IOg3(X2 + 2x + 2) 

52. logs (9 - x 2) 

y = In(2x) recorrida hacia arriba. Determine algebraicamente 
el valor de este corrimiento. 

OBJETIVO 6.4 Ecuaciones logaritmicas y exponenciales 
--------------------------------------------------------~------------~----~----------------------. ... 
Desarrollar tecnicas para la resoluci6n de 

ecuaciones logaritmicas y exponenciales. 
Aqui se resolvenin ecuaciones logaritmicas y exponenciales. Una ecuacion logaritmica 
incluye alLogaritmo de una expresion que contiene una incognita. Por ejemplo, 2 Ln(x 
+ 4) = 5 es una ecuacion logaritmica. Por otro lado, en una ecuacion exponencial La 
incognita aparece en un exponente, como en 23x = 7. 

Para resolver algunas ecuaciones Logaritmicas, es conveniente aprovechar eL hecho 
de que para cualquier base b, la funcion y = 10g

b 
x es uno a uno. Por supuesto, esto 

significa que 

si 10gb m = Logb n entonces m = n 

Esto es evidente de manera visuaL aL inspeccionar Las dos formas posibLes de y = 10gb x 
que se dan en La figura 6.19. En cualquiera de los casos, es claro que la funcion pasa La 
prueba de la lfnea horizontaL de La seccion 3.5. Por otro Lado, ya se ha observado que 
Las funciones exponenciaLes y = bX son uno a uno, Lo que significa que 

si b'" = b" entonces m = n 

7e. Brown, "Military Enlistments: What Can We Learn from Geographic Variation?", The Americllfl 
Economic Review, 75 , num. 1 (1985) , 228·234. 
8e. F. Richter, Elem entary Seismology (San Francisco: W. H. Freeman and Company, 1958). 



escogi6 un numero y 10 multi­
por una potencia de 32. Jean 
con el mismo resultado, cuan-

10 multiplic6 por 4.elevado a 
que eranuev~ unidades 

que tres veces el exponente 
utiliz6 Greg. ,Que potencia de 
liz6 Greg? 

. . 
DE LOGARITMOS PARA RESOLVER 
ECUA'CIC)N EXPONENCIAL 

............. ,,_.,. .. - ventas de una cade-
de com ida rapida determina 
las ventas del desayuno em­

a disminuir el final de una 
promocional. La venta 

d61ares, como una funci6n del 
de dias d despues de que 
la campana, esta dada por 

800 ( ~) - O.ld. 5i ~ I gerente . no 

que las ventas ca igan por de­
de. 450 por dia antes de iniciar 
nueva campana, Lcuando debe 

dicha campana? 
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de manera que cada una tiene una inversa, a saber y = 10gb X, Y como (f- I) - J = f, cada 
funci6n y = 10gb x tiene una inversa y por 10 tanto es uno a uno. Las ecuaciones fun­
damentales para las ecuaciones (1) y (2) de la secci6n 6.2 tambien resultan titiles para 
resolver ecuaciones logarftmicas y exponenciales (aquf se han hecho deliberadamente 
algunas repeticiones para revisar algunos fundamentos) . 

• EJEMPlO 1 Composicion de oxigeno 

Se lleva a cabo un experimento con cierto tipo particular de animal de talla pequena.9 En 
el se determina e! logaritmo de la cantidad de oxigeno consumido por hora para algunos 
de los animales, y se grafica contra los logaritmos de su peso. Se encontra que 

log Y = log 5.934 + 0.885 log x 

donde y fue el numero de microlitros de oxigeno consumidos por hora y x el peso del 
animal (en gramos). Resuelva para y. 

Soludan: Primero se combinan los terminos dellado derecho en un solo logaritmo: 

log Y = log 5.934 + 0.885 log x 

= log5.934 + logxO.885 

log Y = log(5 .934xo.885 ) 

Como los logaritmos son uno a uno, se tiene 

(Propiedad 3 de la sccci6n 6.3) 

(Propiedad 1 de la "ccciCln 6.3) 

y = 5.934xo.885 

AHORA RESU ELVA EL PROBLE MA 1 

~ . EJEMPlO 2 Solucion de una ecuacion exponencial 

Determine x si (25)-<+2 = 53x - 4 . 

-
Soludan: Como 25 = 52, ambos lados de la ecuaci6n pueden expresarse como poten-
cias de 5: 

Como SX es una funci6n uno a uno, 

(25y +2 = 53x - 4 

(5 2 y +2 = 53x - 4 

52x+4 = 53x - 4 

2x + 4 = 3x - 4 

x =8 

A HORA RESUELVA EL PROB LEMA 7 .~_ 

A lgunas ecuaciones exponenciales pueden resolverse al tomar ellogaritmo de am­
bos lados, despues de escribir la ecuaci6n en la forma adecuada. EI ejemplo siguiente 
10 ilustra . 

• EJEMPlO 3 Uso de logaritmos para resolver una ecuacion exponencial 

Resuelva 5 + (3)4X- 1 = 12. 

Soludan: Primero se afsla la expresi6n exponencial 4x - 1 en un lado de la 
ecuaci6n: 

5 + (3)4X- l = 12 

(3)4X- 1 = 7 

4x - 1 = 2 
3 

9R.W. Poole, A n Inrroduction to Quantitative Ecology (Nueva Yorlc McGraw-Hill Book Company, 
1974). 

~ I ~. 

I' 
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TECNOLOGiA 

Ahora se toma ellogaritmo natural de ambos lados: 

Al simplificar se obtiene 

In4x - 1 = In 2 
3 

7 
(x-1)ln4=ln3" 

In Z 
x-1= -3 

In4 
In Z 

x = _3 + 1 = 1.61120 
In4 

A HORA RESU ELVA EL PROBLEMA 13 

En el ejemplo 3, se utilizan logaritmos naturales para resolver la ecuaci6n dada. Sin 
embargo, pueden emplearse logaritmos de cualquier base. Por 10 general, se usan loga­
ritmos naturales 0 logaritmos comunes si se desea una forma decimal de la solucion, Si 
se utilizan logaritmos comunes se obtendrfa 

log Z 
x = _ _ 3 + 1 = 1.61120 

log4 

i~ij@En Jafigura 6.23' se muestra una soluci6n gnHica de Ia 
ecuaci6n 5 + (3)4X-l =)7 delejemplo 3, Esta , s()IuciQ~l 

:'jh(" ," +" ""w " tx ','i,j,£ ,' , 'f A>"' ,'" ,4 ';:0 " 

ocurre en Ia interseccion de las grafical(de y= 5 + (3)4X--' l 
yy = 12. 

p 

12 

p = 121- 0.1q 

6 

--r-------~4------~8--q 

FIGURA 6.24 Gnifica de la ecuaci6n 
de demanda p = 121- 0,1'1 . 

'~ 

FIGURA'6.23 La soluci6n de 5' + (3)4>-1 = 

es aproximadamente igual a 1.61120. 

'e EJEMPLO 4 Ecuad6n de demanda 

La ecuaci6n de demanda para un producto es p = 121- o.lq. Utilice logaritmos comunes 

para expresar q en terminos de p. . \~ i 
Soludan: En la figura 6.24 se muestra la gnifica de esta ecuaci6n de demanda para 
q 2: O. Como es comun para una ecuaci6n de demanda, la grlifica desciende de izqui'erda 
a derecha. Es necesario resolver la ecuaci6n para q. Al tomar logaritmos comunes cit 
ambos lados de p = 121- O.lq , se obtiene 

log P = log(121- 0 l q) 

logp = (1-0.lq)log12 

logp = 1 - 0.1 
log 12 q 

Iogp 
O.lq = 1- -­

log 12 

q = 10 (1 _ log P ) 
log 12 

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 43 



DE UNA ECUACI6N 

de un terremQto ' en la 
Richter esta dada por 

donde 1 es la intensidad 

o.to, e 10 es la intensi­
tef'remoto de nivel cer'o. 

que eS"675 000 veces 
'como 'un ter'remoto de' 

tiene una magnitud en la 
Richter que es 4 veces ma­

otrp terremoto. l. Cual es la 
Cle este otro terremQto? 

Secc. 6.4 Ecuaciones logaritmicas y exponenciales 261 

Para resolver algunas ecuaciones exponenciales que incluyen la base e 0 la base 10, 
como 102x = 3, el proceso de tomar logaritmos de ambos lados puede combinarse con la 
identidad 10gb b' = r [Ecuaci6n fundamental (1) de la secci6n 6.2] para transformar 
la ecuaci6n en una forma logarftmica. En este caso, se tiene 

102x = 3 

2x = log3 (forma logarftmica) 

x = log 3 = 0 2386 2 . 

v. EJEMPLO 5 Relacion depredador-presa 

En un articuLo que concierne a presas y depredadores, HollinglO hace referencia a una 
ecuaci6n de La forma 

donde x es La densidad de presas, y es eL numero de presas atacadas, y tanto K como a son 
constantes. Verifique su afirmaci6n de que 

K 
In -- =ax 

K - y 

Saludon: Para encontrar ax, se resuelve la ecuaci6n dada para e- ax : 

y = K(l - e- ax ) 

1'.. = 1 - e-ax 

K 

e-ax = 1 _1'.. 
K 

-ax _ K - Y e - --
K 

Ahora se convierte a la forma logarftmica: 

K- Y 
In -- =-ax 

K 
K-y 

-In -- = ax 
K 
K 

In -- = ax 
K- y 

como querfa mostrarse. 

(propicdad 4 de la sccci6n 6,3) 

AHaRA RESUELVA EL PROBLEMA 7 4 _ 

Pueden resolverse algunas ecuaciones logarftmicas al reescribirlas en forma expo­
nencial. 

• EJEMPLO 6 Solucion de una ecuacion logarftmica 

ResueLva log2x = 5 - log2(x + 4). 

Saludon: Aquf, primero debe suponerse que x y x + 4 son positivos, de modo que 
sus logaritmos esten definidos. Ambas condiciones se satisfacen si x > O. Para resolver 
la ecuaci6n, primero se colocan todos los logaritmos en un lade de modo que puedan 
combinarse: 

log2 X + log2(x + 4) = 5 

log2[x(X + 4)] = 5 

1Oe. S, Holling, "Some Characteristics of Simple Types of Predation and Parasitism". The Canadian Ento­
mologist, 91 , ntim , 7 (1959) , 385-398. 
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En forma exponeneial, se tiene 

x(x + 4) = 25 

x 2 + 4x = 32 

x 2 + 4x - 32 = ° 
(x - 4)(x + 8) = ° 
x = 4 0 x = -8 

Como debe tenerse que x > 0, la uniea soluei6n es 4, 10 eual puede verifiearse al sustituir 
en la eeuaei6n original. De heeho, al reemplazar x por 4 en log2 x se obtiene log2 4 ::; 
log222 = 2 mientras que al reemplazar x por 4 en 5 - 10gzCx + 4) se obtiene 5 - logz{4 + 
4) = 5 - log2(8) = 5 - log223 = 5 - 3 = 2. Como los resultados son iguales, 4 es una 
soluei6n de la eeuaei6n. ' 

Es reeomendable verifiear las solueiones extrafias al resolver una eeuaei6n loga. 
rftmiea. 

Problemas 6.4 
Encuenlre x en los problemas 1 a 36. Redondee sus respuestas a Ires 
decimales. 

" I. log(3x + 2) = log(2x + 5) 

3. log7 - log(x - 1) = log4 

'~ 5. In( -x) = In(x2 - 6) 

2. logx - logS = log 7 

4. log2 x + 3 log2 2 = log2 ~ 
6. In(4 - x) + In2 = 2lnx 

*7. e 2x . e 5x = e 14 8. (e3x - 2)3 = e3 9. (81)4X = 9 

10. (27)2x+ 1 = ~ 

i' D . 2e5x +2 = 17 

4(10)02X 

14. 5e2x - J - 2 = 23 15. 104/ x = 6 

16. = 3 
5 

18. 2(10Y + (lOy+1 = 4 

20. 72x +3 = 9 

22. 4x/2 = 20 

24. 5(3X 
- 6) = 10 

7 
26. - = 13 

Y 
28. log2(x + 1) = 4 

30. log4(2x + 4) - 3 = log43 

32. log(x - 3) + log(x - 5) = 1 

5 
17. - =7 

102x 

19. 2x = 5 

21. 73x- 2 = 5 

23 T 2x/ 3 = ~ • 5 

25. (4)53- X -7 = 2 

27. log(x - 3) = 3 

29. log4(9x - 4) = 2 

31. log(3x - 1) - log(x - 3) = 2 

33. log2(5x + 1) = 4 - log2(3x - 2) 

34. log(x + 2? = 2, donde x > 0 

35. log2 (~) = 3 + log2x 36. In(x - 2) = In(2x - 1) + 3 

37. Plantas arraigadas En un estudio sobre plantas arraigadas 
en cierta regi6n geografica, II se determin6 que en terrenos 
de tamano A (en metros cuadrados), el m:imero promedio de 
especies encontradas era S. Cuando se grafic6 log S como una 
funci6n de log A , el resultado fue una linea recta dada por 

log S = log 12.4 + 0.26 log A 

Resuelva para S. 

llR. W. Poole, An Introduction to Quantitative Ecology (Nueva York: 
McGraw-Hill Book Company, 1974). 
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38. Producto nacional bruto En un articulo, Taagepera y Hayes 
se refieren a una ecuaci6n de la forma 

log T = 1.7 + 0.2068 log P - 0.1334 (log P)2 

Aqui T es el porcentaje del producto nacional bruto (PNB) de 
un pais correspondiente al comercio exterior (exportaciones 
mas importaciones) , y Pes la poblaci6n del pais (en unidades 
de 100000).12 Verifique la afirmaci6n de que 

T = 50p(02068- 01334 log P) 

Puede suponer que log 50 = 1.7. Tambien verifique que, para 
cualquier base b, (10gb x)2 = logb(xlogbx). 

39. Radiactividad El numero de miligramos presentes de una 
sus tan cia radiactiva despues de t anos esta dado por 

Q = IOOe- 0035' 

(a) i,Cuantos miligramos estaran presentes despues de 0 anos? 
(b) i,Despues de cuantos an os habra 20 miligramos? De su 

respuesta al ano mas cercano. 

40. Muestra de sangre En la superficie de un portaobjetos se 
halla una reticula que divide la superficie en 225 cuadrados 
iguales. Suponga que se esparce una muestra de sangre que 
contiene N celulas rojas en el portaobjetos, y que las celulas 
se distribuyen aleatoriamente. El numero de cuadrados que 
no tienen celulas esta dado (de manera aproximada) por 
225e- N1225 • Si 100 de los cuadrados no tienen celulas, estime el 
numero de celulas que con tenia la muestra. 

!J . ----.. 

41. Poblacion En una ciudad la poblaci6n, P, crece a raz6n de 
2% par ano. La ecuaci6n P = 1000000(1.02)' da la poblaci6n t 
anos despues de 1998. Encuentre el valor de t para el que 
la poblaci6n es 1 500000. De su respuesta a la decima mas 
cercana. 

'm 
12R. Taagepera y 1. P. Hayes, "How Trade/GNP Ratio Decreases WI 

Country Size", Social Science Research, 6 (1977), 108-132. 



4Z- Penetracion de mercado En un amHisis de penetracion de 
mercado de nuevos product os, Hurter y Rubenstein13 hacen 
referencia a la funcion 

q _ pe - (t +C)(p+q) 
F(t) - -'-------'----,-----=c------c-7 

- q[l + e(t +C)(p+q)] 

donde p , q Y C son constantes. Aseguran que si F(O) = 0, en­

tonces 

1 q 
C= ---In-

p +q P 

Demuestre que su afirmacion es cierta. 

.43. Ecuacion de demanda La ecuacion de demanda para un pro­
ducto es q = 80 - 2p. Resuelva para p y exprese su respuesta 
en terminos de logaritmos comunes, como en el ejemplo 4. 
EvalUe p con dos decimales cuando q = 60. 

.... Inversion La ecuacion A = P(1.1Q5)1 da el valor A, al final 
de t anos de una inversion de P dolares compuesta anualmente 
a una tasa de interes de 10.5%. i,En cU<lntos anos se duplicani 
una inversion? De su respuesta al ano mas cercano. 

45. Ventas Despues de t anos el numero de unidades de un 
producto vendidas en un ano esta dado por q = 1000 ( ~ ) 0.8' . 

Tal ecuacion se llama ecuaci6n de Gompertz, y describe el 
crecimiento natural en muchas areas de estudio. Resuelva esta 
ecuaci6n para t de la misma manera que en el ejemplo 4 
y muestre que 

10 (3 - IOgq) 
g log2 

t = -------
logO.8 

Terminos y sfmbolos importantes 

Seccion 6.1 Funciones exponenciales 
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Tambien, para cualquier A y para las b y a apropiadas, resuelva 
y = Abax para x y explique por que la solucion previa es un 
caso especial. 

46. Ecuacion de aprendizaje Suponga que la produccion diaria 
de unidades de un nuevo producto en el t-esimo dia de una 
corrida de produccion esta dada por 

q = 500(1 - e- 0 21) 

Tal ecuacion se llama ecuaci6n de aprendizaje, e indica que 
conforme pasa el tiempo, la produccion por dia aumentara. Lo 
anterior puede atribuirse a mejorias en el desempeno de los 
trabajadores. Determine, a la unidad completa mas cercana, la 
produccion en (a) el primer dfa, y (b) en el decimo dia despues 
del inicio de una producci6n. (c) i,Despues de cuantos dias 
se alcanzara una produccion diaria de 400 unidades? De sus 
respuestas redondeadas al dfa mas cercano. 

1 47. Verifique que 4 es la unica soluci6n de la ecuacion logarftmica 
del ejemplo 6 al graficar la funcion 

y = 5 - log2(X + 4) - logr 

y observe el momenta en que y = O. 

148. Resuelva 23x+0.5 = 17. Redondee su respuesta ados decimales. 

1 49. Resuelva In(x + 2) = 5 - x. Redondee su respuesta ados 
decimales. 

1 50. Grafique la ecuacion 3(2)Y - 4x = 5. (Una pista: Despeje y 
como una funcion explfcita de x .) 

Ejemplos 

fun cion exponencial, bX, para b > 1 y para 0 < b < 1 
interes compuesto capital monto compuesto 

Ej . 2, 3, p. 236, 237 
Ej . 6, p. 239 

periodo de interes tasa periodica tasa nominal e funcion exponencial natural , eX Ej. 8, p. 242 
ley de decaimiento exponencial cantidad inicial constante de decaimiento vida media Ej. 11, p. 244 

Seccion 6.2 

Seccion 6.3 

Sec~ion 6.4 

Funciones logaritmicas 
funcion logarftmica, 10gb x logaritmo comun, log x 
logaritmo natural, In x 

Propiedades de los logaritmos 
f6rmula de cambio de base 

Ecuaciones logaritmicas y exponenciales 
ecuacion logarftmica ecuacion exponencial 

Ej . 5, p. 250 
Ej . 5, p. 250 

Ej . 8, p. 257 

Ej . 1, p. 259 

Resumen 
--~---------------------------------------------------------------------------------------

Una funcion exponencial tiene la forma [(x) = bX
• La grafica de 

t(x) '" bX tiene una de dos formas generales, dependiendo del valor 
de la base b (vea la figura. 6.3). La funci6n exponencial esta involu­
trada en la f6rmula de interes compuesto: 

S = P(l + r)n 

u-
A. .. P. Hurter, Jr. , A. H. Rubenstein, et al., "Market Penetration by New 

Innovations: The Technological Literature", Technological Forecasting 
IIIdSocial Change, 11 (1978), 197-221. 

donde S es el monto compuesto de un capital Pal final de n periodos 
de interes a la tasa periodica r. 

Una base utilizada con frecuencia en una funci6n exponencial 
es el numero irracional e, donde e = 2.71828. Aparece en analisis 
econ6mico y en muchas situaciones que implican crecimiento 0 de­
clinacion, como estudios poblacionales y decaimiento radiactivo. Los 
elementos radiactivos siguen la ley de decaimiento exponencial, 
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donde N es la cantidad presente en el tiempo t, No la eantidad ini­
cial Y A la constante de decaimiento. EI tiempo necesario para que 
la mitad de la eantidad del elemento decaiga se conoce como vida 
media. 

La funci6n logarftmica es la funci6n inversa de la funci6n ex­
ponencial, y viceversa. La funci6n logarftmica de base b se de nota 
por 10gb' en tanto que y = 10gb X si Y s610 si b Y = x. La gnifica de 
y = 10gb x tiene una de dos formas generales dependiendo del valor 
de la base b (vea la figura 6.19). Los logaritmos de base e se llaman 
logaritmos naturales y se denotan por In, los de base 10 se llaman loga­
ritmos comunes y se denotan por log. La vida media T de un elemen­
to radiactivo puede expresarse en terminos de un logaritmo natural 
y de la constante de decaimiento: T = (In 2) / A. 

Algunas propiedades, importantes de los logaritmos son las si­
guientes: 

10gb(mn) = 10gb m + 10gb n 
m . ' 

10gb - = 10gb m - 10gb n 
n 

Problemas de repaso 

Se sugiere utilizar los problemas cuyo numero se muestra en color 
azul, como examen de practica del capitulo. 

En los problemas 1 a 6, escriba cada una. de las formas exponen­
ciales de manera logaritmica y cada forma logaritmica de manera 
exponencial. 

1. 3s = 243 

4. lOS = 100000 

2. logs 625 = 4 

5. e4 = 54.598 

3. logS13 = ~ 
6. log9 9 = 1 

En los problemas 7 a 12, determine el valor de la expresi6n sin utili­
zar una calculadora. 

7. logs 125 

10. logl /4-k 

8. log416 

11. 10gl13 9 

9. log3 ir 
U. lo~2 

En los problemas 13 a 18, encuentre x sin utilizar una calculadora. 

13. logs 625 = x 

16. In ~ = x 

14. logx ir = - 4 15. log2 x = -5 

17. In(2x + 3) = 0 18. e1n(x +4) = 7 

En los problemas 19 y 20 se ha establecido log 2 = a y log 3 = b. 
Exprese ellogaritmo dado en terminos de a y de b. 

19. log 8000 
9 

20. log -./2 

En los problemas 21 a 26, escriba cada expresi6n como un solo 
logaritmo. 

21. 3 log 7 - 210g 5 22. 51n x + 21n y + In z 

23. 21n x + In y - 31n z 24. log6 2 - log6 4 - 910g6 3 

25. ~ log2x + 210g2(x2) - 310g2(x + 1) - 4log2(x +2) 

26. 410gx + 210gy - 3(1og z + log w) 

En los problemas 27 a 32, escriba la expresi6n en terminos de In x, 
In y yin z. 

27. 

30. 

-rx 
28. In (YZ)2 

31. In D~] 

29. In V'xYZ 

10gb nf = r 10gb m 

1 
10gb - =- 10gbm 

m 

10gb 1 '7 0 

logbb = 1 

logbbr = r 

blogbm = m 

loga m 
logb m =-­

loga b 

Ademas, si 10gb m = 10gb n , entonces m = n. De manera similar, si 
bm = btl, entonees m = n. Muchas de estas propiedades se utilizan en 
la soluci6n de ecuaciones logarftmicas y exponenciales. 

33. Escriba log3(X + 5) en terminos de logaritmos naturales. 

34. Escriba log2(7x3 + 5) en terminos de logaritmos comunes., 

35. Suponga que log2 19 = 4.2479 Y log2 5 = 2.3219. Encuentre 
logs19. 

36. U tilice logaritmos naturales para determinar el valor de I~~ 5. 

37. Si In 3 = x y In 4 = y, exprese In(16V3) en terminos de x 
y dey. 

38. 
X2~X + 1 

Exprese log -Y.X2+2 en terminos de log x , log(x + 1), Y 
5 x2 + 2 

log(X2 + 2). 

39. Simplifique lO'ogx + log lOX + log 10. 

40. Simplifique log 102 + log 1000 - 5. 

41. Si In y = x2 + 2, eneuentre y. 

42. Bosqueje las grafieas de y = 3X asi como y = log3 x. 

43. Bosqueje la grafica de y = 2x +3. 

44. Bosqueje la grafica de y = -2 1og2 x. 

Encuentre x en los problemas 45 a 52. 

45. log(5x + 1) = log(4x + 6) 46. log3x + log3 = 2 

47. 34x = 9x+! 48. 43- x = it; 
49. logx + 10g(lOx) = 3 50. log2(x + 4) = log2(x - 2) + 3 

51. In(logx3) =2 52.log2x+ lo~x =3 

Encuentre x en los problemas 53 a 58. Redondee sus respuestas a Ire.! 

decimales. 

53. e3x = 14 54. 103x/2 = 5 55. 3(lOx+4 - 3) = 9 

56. 7e3x - 1 - 2 = 1 57. 4x+3 = 7 58. 3Slx = 2 

59. Inversiones Si se invierten $2600 durante 6! afios a 6% com' 
puesto trimestralmente, determine (a) e l monto compuesto Y 
(b) el interes compuesto. 

60. Inversiones Encuentre el monto compuesto de una inversi6D 
de $4000 durante cinco afios a una tasa de 11 % compuesto 
mensualmente. 

Encuentre la tasa nominal que corresponde a una tasa pe\ri6di-
ca de 1*% mensual. .. 

61. 

62. Crecimiento de bacterias EI numero de baeterias de un 
cultivo aumenta a razon de 5% por hora. Al inicio, estaban 



presentes 600 bacterias. (a) Determine una ecuaci6n que de el 
nUmero, N, de bacterias despues de t horas. (b) i, Cuantas esta­
rW presentes despues de una hora? (c) i, Y despues de cinco 
horas? De la respuesta del inciso (c) al entero mas cercano. 

63. Crecimiento poblacional La poblaci6n de un pequeno pueblo 
crece a raz6n de -0.5% anual porque la emigraci6n en busca 
de trabajo a las ciudades cercanas excede la tasa de natalidad. 
En zOO61a poblaci6n era de 6000. (a) Determine una ecuaci6n 
que de la poblaci6n, P, despues de t anos a partir de 2006, (b) 
Encuentre la poblaci6n en el ano 2016 (no olvide expresar su 
respuesta como un numero entero) . 

"" Ingreso Debido a una cam-
pana de publici dad ineficaz, 
la compania de rasuradoras 
K1eer-Kut encuentra que sus 
ingresos anuales han sufri-
do una reducci6n drastica. 
Ademas, el ingreso anual R al 
final de los t anos de negocios 
satisface la ecuaci6n 
R = 200000e- O.2,. Encuentre 
el ingreso anual al final de dos 
anos y al final de tres. 

65. Radiactividad Una sustancia radiactiva decae de acuerdo con 
laf6rmula 

N = lOe- D.4I , 

donde N es el numero de mlligramos presentes despues de t 
~dras.'(a) Determine la cantidad inicial. (b) Al decimo de mi­
ligramos mas cercano, determine la cantidad presente despues 
de Z horas, y (c) despues de 10 horas. (d) A la decima de hora 
ml1s cercana, determine la vida media de la sustancia, y (e) el 
'nlimero de horas para que quede un miligramo. 

66. Itadiactividad Si una sustancia radiactiva tiene una vida me­
dia de 10 dias, i,en cUlintos dias habra ~ de la cantidad inicial? 

fI_ Mercadotecnia Una compania de investigaci6n de me rca do 
necesita determinar cuantas personas se adaptan al sabor de 
ulias nuevas pastillas para la tos. En un experimento, a un 
~dividuo se Ie dio una pastilla para la tos y se Ie pidi6 que 
peri6dicamente asignara un numero, en la escala de 0 a 10, al 
s~bor percibido. Este numero fue llamado magnitud de la res­
puesta. Al sabor inicialle correspondi6 el numero 10. Despues 
de repetir el experimento varias veces, la compafifa estim6 que 
la magnitud de la respuesta, R, esta dada por 

R = 10e-,/4o 

donde t es el numero de segundos despues de que el sujeto 
tom61a pastilla para la tos. (a) Encuentre la magnitud de la 
respuesta al cabo de 20 segundos. Redondee su respuesta al 
entero mas cercano. (b) i,Despues de cuantos segundos la 
persona tiene una magnitud de respuesta de 5? Aproxime su 
respuesta al segundo mas cercano. 

.. Sedimento en el agua EI agua de un lago contiene un se­
dimento cuya presencia reduce el paso de la luz a traves del 
lfquido. Los experimentos indican que la intensidad de la luz 
se reduce 10% al pasar a traves de 20 cm de agua. Suponga que 
ellago es uniforme con respecto a la cantidad de sedimento 
que contiene. Se sumerge en ellago un instrumento de medi­
ci6nque puede detectar luz hasta de una in ten sid ad de 0.17% 
~e la luz solar total. i,A que profundidad empezara a registrar 
la ausencia de luz? Aproxime su respuesta a los 10 cm mas 
cercanos. 
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69. Enfriamiento del cuerpo En un analisis de la velocidad de 
enfriamiento de las partes.aisladas del cuerpo cuando se expo­
ne a bajas temperaturas, aparece la siguiente ecuaci6n l4 

T, - Te = (T, - T.)oe- at 

donde T, es la temperatura de la parte del cuerpo en el instan­
le t, T. es la temperatura del medio ambiente, el subfndice a 
se refiere a la diferencia de temperaturas iniciales, y a es una 
constante. Muestre que 

a = ~ In (7; - Te)o 
t 7;-Te 

70. Depreciacion . Una alternativa de la depreciaci6n lineal es la 
depreciaci6n por saldo decreciente. Este metodo supone que 
un articulo pierde su valor mas rapidamente al inicio de su 
vida que en eta pas posteriores. Se resta un porcentaje fijo del 
valor cada meso Suponga que el costa inicial de un articulo es 
C, y su vida util es de N meses. Entonces el valor, V (en d61a­
res) , del articulo al final de n meses esta dado por 

( 1 )" V=C I- N 
donde cada mes conlleva una depreciaci6n de 1~ por ciento. 
(Esto se denomina depreciaci6n sencilla par saldo decreciente : 
si la depreciaci6n anual fuera 2~O por ciento, seria depreciaci6n 
doble por saldo decreciente.) Se adquiri6 una computadora 
laptop nueva por $1800, tiene una vida util de 48 meses y sufre 
una depreciaci6n por saldo decreciente. i,Despues de cuantos 
meses, al entero mas cercano, su valor cae por debajo de $700? 

1liil 71 S· In x d . 1 f Iil!I • I Y = [(x) = - , etermme e rango de . Redondee los 
x 

val ores ados decimales. 

1 72. Determine los puntos de intersecci6n de las graficas de 
y = In(x + 2) Y Y = x2 - 7. Redondee sus respuestas ados 
decimales. 

1 73. Resuelva In x = 6 - 2x. Redondee su respuesta ados 
decimales. 

Resuelva 63- 4x = 15. Redondee su respuesta ados decimales. 

Despliegue la grafica de y = log/X2 + 1), Y observe que la 
simetria con respecto al eje y y el rango de esta funci6n Ie 
permiten restringir su pantalla al primer cuadrante. 

Despliegue la grafica de la ecuaci6n (6)5Y + x = 2. (Una 
pista: Despeje y como una funci6n explfcita de x.) 

G 
. 3x . 

rafIque y = y y y = - en la mlsma pantalla. Parece que la 

' f' d 3
x 

1 9 ' f' d 3 'd d . gra Ica e y = "9 es a gra Ica e y = x recorn a os UDl-

dades a la derecha. Pruebe de manera algebraica que esto es 
real mente cierto. 

14R. W. Stacy et al. , Essentials of Biological and Medical Physics (Nueva 
York: McGraw-Hill Book Company,<J. 955) . 



Aplicacion practica 
Dosis de medicamento 15 

L
a determinacion del medica men to y la preseripcion de 
su dosis son aspectos extremadamente importantes 
en la profesion medica. Se debe tener preeaueion con 

los posibles efectos secundarios 0 toxieos de las medieinas. 
El cuerpo humano utiliza muehas medieinas de tal ma­

nera que la eantidadpresente sigue una ley de decaimiento 
exponencial, como la que se expuso en la seccion 6.1. Es de­
cir, si N(t) es la eantidad. de la sustaneia activa presente en el 
euerpo en el instante t, entonees 

(1) 

donde k es una eonstante positiva y No es la can tid ad presente 
en el instante t = 0. Si H es la vida media del medieamento, 10 
que signifiea el tiempo H para el eual N(H) = No / 2, entonces, 
de aeuerdo con la seecion 6.1, 

H = (In 2) l k (2) 

Observe que H determina por completo la eonstante k, puesto 
que la ecuacion(2) puede reescribirse como k = (In 2) 1H. 

Suponga que quiere an,alizar el caso en el que se admi­
nistran dosis iguales a un paciente cada 1 unidades de tiempo 
hasta que se alcance un nivel terapeutico, y despues la dosis 
se reduce 10 suficiente para mantener dicho nivel. La razon 
para mantener dosis reducidas con freeuencia se relaciona 
con los efectos toxicos de las sustancias activas. 

En particular, suponga que 

(i) Hay d dosis de P unidades cad a una; 
(ii) se suministra una dosis en los tiempos t = 0, 1, 21, . .. , Y 

(d - 1)1; Y que 
(iii) el nivel terapeutieo, T, se alcanza en t = d1 (el cual ocu­

rre un intervalo de tiempo despues de administrar la ul­
tima dosis) . 

Ahora se determinani una formula que proporcione el 
nivel terapeutico, T. En el in stante t = ° el paciente recibe 
las primeras P unidades, de modo que la cantidad del medi­
camento en su cuerpo es P. En el instante t = 1 la cantidad 
presente de la primera dosis es Pe- kl [por la ecuacion (1)]. 
Ademas, en t = 1 se suministran las segundas P unidades. As! 
que la can tid ad total de medicina presente es 

P + Pe- kl 

En el instante t = 21, la cantidad que queda de la primera do­
sis es Pe- 2kl; de la segunda dosis, que ha estado en el sistema 
solo durante un intervalo de tiempo, la cantidad presente es 

15Este amilisis esta adaptado de Gerald M. Armstrong y Calvin P. Midgley, 
"The Exponential-Decay Law Applied to Medical Dosages", The Mathe­
matics Teacher, 80, mlm. 3 (febrero de 1987), 110-113. Con permiso del 
National Council of Teachers of Mathematics. 

Pe- kl. Tambien, en t = 21 se suministra la tercera dosis 
unidades, de modo que la cantidad total presente es 

P + Pe- kl + Pe- 2k1 

Si se continua de esta manera, la cantidad de U1\".U"'U'~' 
presente en el sistema en el tiempo (d - 1)1, ellu~Hw_u,. 
la ultima dosis, es ' 

P + Pe- kl + Pe- 2kl + . .. + Pe- (d - l)'k! 

As! que para un intervalo de tiempo despues, en el 
d1, cuando no se administra una dosis de P, pero es 
alcanza el nivel terapeutico, se tiene 

T = Pe- k! + Pe- 2kI + ... + Pe- dk! 

como cada termino de la ex presion anterior decae en 
tor de e- kl. Esta es una buena oportunidad de usar la 
de sumatoria que se expuso en la seccion 1.5, y 
ecuacion (3) como 

d 

T = PLe- ikI 
; =1 



es de un tipo especial que se estudiani despues, pero 
que al multiplicar ambos lados de la ecuaci6n (4) por 

se obtiene 
d+1 

e-kI T = P L e- ikI (5) 
i=2 

restan los lad os de la ecuaci6n (5) de los correspondien­
la ecuaci6n (4), resl1ita 

( 

d d+1) , 
-kl)T = P ~ e- ikI _ ~ e- ikI = P(e-kI _e-{d+l)kI) 

debe asegurarse de verificar que la mayoria de los 
de las dos sumas se cancelan tal como se indica. A 

JII~IU""~~"V'" se obtiene 

(1 - e-kI)T = Pe- kI (1 - e- dkI ) 

Pe- kI (1 - e- dkI ) 
T = -------,:-:----

1 - e-kI 

P(1 - e- dkI ) 
T = ---;-:,...,.-------;--;-:-

ekI (1 - e-kI ) 

T = P(1 - e- dkI ) 
ekl -1 

(6) 

(7) 

La,; ecuaci6n (7) expresa el nivel terapeutico, T, en ter­
la,dosis; P; los intervalos de tiempo de longitud 1; el 

de dosis,d; y la vida media H, de la medicina [ya que _ 
. Tambien es posible resolver la ecuaci6n para P si 

~ngctm T, H, I ,y d. (La resoluci6n de la ecuaci6n (7) para 
terminos de las otras cantidades puede ser bast ante 

~1~1!/"JJla el objetivo es mantener el nivel terapeutico en el 
Para hacerlo; se suministra una dosis reducida R en 

instantes t = dI, (d + 1)/, (d + 2)/, Y asf sucesivamen­
Puede determinarse una f6rmula para R de la manera si-

EI:t ~1 instante t = (d + 1)/, pero antes de suministrar 
1'""'6"''''"''' dosis reducida, la can tid ad de medicamento en el 

proveniente de la primera dosis reducida es Re- kl, 
cantidad que permanece del nivel terapeutico es Te-kl. 

que se requiere que la suma de estas cantidades sea 
terapeutico, T; esto es, 

T = Re- kl + Te-kI 

ver para R, se obtiene 

Re- kI = T - Te - kI 

R = T(1 - e- kI)ekI 

·re4~m.lplazar T por el lado derecho de la ecuaci6n (6), se 

P - kI(1 - dkI) 
R = e - e (1 _ e- kI)ekI 

1 - e- kI 

(8) 

Si se continua con las dosis reducidas a intervalos de tiempo 
de longitud I, se asegura que el nivel terapeutico nunca este 
por debajo de T despues de (d + 1)J. Ademas, observe que 
:-dkl < 0, entonces 0 < e-dkl < 1. En consecuencia, el factor 
1 - e-dkl de la ecuaci6n (8) esta entre 0 y 1. Esto asegura que 
R sea menor que P; de aquf que R sea en realidad una dosis 
reducida. ' 

Es interesante observar que Armt>trong y Midgley esta­
blecen que "la cantidad terapeutica T debe seleccionarse de' un 
rango de valores determinados de manera empfrica. El buen 
juicio y la experiencia medica son necesarios para seleccionar 
los intervalos apropiados y su duraci6n, cuando hay que admi­
nistrar un medicamento. Incluso la vida media de este puede 
variar un poco entre los pacientes". En www. fda. gov I cder 
puede encontrarse informaci6n adicional sobre sustancias me-

, dicas y su uso seguro. 

Problemas 
1. De la ecuaci6n (7), despeje (a) P y (b) d. 

2. Muestre que si I es igual a la vida media de la sustancia 
activa, la ecuaci6n (7) puede escribirse como 

T=(1-;d)P 

Observe que 0 < 1 - (1/2d) < 1 para d > O. Esta 
e,cuaci6n implica que cuando se administran dosis de P 
unidades a intervalos de tiempo iguales a la vida media 
del medicamento, en un intervalo de tiempo despues de 
que cualquier dosis es administrada, pero antes de que 
se suministre la siguiente, el nivel total de medicamento 
en el sistema del paciente es menor que P. 

3. La teofilina es una sustancia utilizada en el tratamiento 
del asma bronquial, tiene una vida media de 8 horas 
en el sistema de un paciente relativamente sano y no 
fumador. Suponga que el enfermo alcanza el nivel tera­
peutico deseado en 12 horas cuando se Ie suministran 
100 miligramos cad a 4 horas. Aquf d = 3. A causa de la 
toxicidad, la dosis debe reducirse mas adelante. Al mili­
gramo mas cercano, determine (a) el nivel terapeutico y 
(b) la dosis reducida. 

4. Utilice una calculadora graficadora para generar una 
grafica de la concentraci6n de la sustancia activa y 
verifique que la ecuaci6n (8) proporciona de manera 
correcta la dosis de mantenimiento. Introduzca en la 
calculadora 0.5 ~ K, 3 ~ D, 1 ~ 1 Y 1 ~ P. Despues 
incorpore Y1 = P(1 - e" (-D*K*I)) para representar 
R. Por ultimo, teclee Y2 = Pe"( - K X)+ P e" 
(-K(X - I))*(X ~ I) + P e"( - K(X - 21))* 
(X ~ 21) + Y1 e"( - K(X - 31))*(X ~ 31) + Y1 e" 
( - K(X - 41) )*(X ~ 41). Despues, seleccione s610 Y2 
para que sea graficada y grafique la funci6n. 
Experimente con diferentes valores para K, D, 1 Y P. 
i,Que ajuste es necesario en la expresi6n para Y2 cuan-

o do cambia D? • 


