LIMITES Y CONTINUIDAD

®

8.1 Limites 1fil6sofo Zendn de Elea era aficionado a las paradojas acerca del movimiento;
E mds famosa de ellas decia algo asi: El guerrero Aquiles acepta competir en upg
carrera en contra de una tortuga. Aquiles puede correr 10 metros por segundoy
8.3 Continuidad la tortuga sélo 1 metro por segundo, por eso a la tortuga se le da una ventaja de 10 me.
tros desde la linea de salida. Como Aquiles es mucho mas rdpido, atin asi deberia ganar,
Pero para el momento en que €l haya cubierto los primeros 10 metros y haya llegado
al lugar en donde la tortuga inicid, la tortuga ya habréd avanzado 1 metro y atn llevala
8.5 Repaso delantera.Y después de que Aquiles haya cubierto ese metro, la tortuga habra avanzado
0.1 metro y aun llevaria la delantera. Y cuando Aquiles haya cubierto ese 0.1 metro,la
tortuga habré avanzado 0.01 metro y aun llevaria la delantera. Y asi sucesivamente. Por
lo tanto, Aquiles estaria cada vez mds cerca de la tortuga pero nunca la alcanzaria.
Por supuesto que la audiencia de Zenén sabia que algo estaba mal en el argumento. La
posicién de Aquiles en el tiempo ¢ después de haber iniciado la carrera es (10 m/s).
La posicién de la tortuga en el mismo tiempo ¢ es (1 m/s)¢ + 10 m. Cuando estas posi:
ciones son iguales, Aquiles y la tortuga estdn lado a lado. Al despejar ¢ de la ecuaciéli
resultante i

(10m/s)t= (1 m/s)t + 10 m %
i

8.2 Limites (continuacion)

8.4 Continuidad aplicada
a desigualdades

| Deuda nacional .

se encuentra el tiempo en el cual Aquiles empareja a la tortuga. |
La solucién es t= 1% segundos, tiempo en el que Aquiles ha corridd
(13s) (10 m/s) = 11§ metros. i
Lo que desconcertaba a Zendn y a quienes lo escuchaban era cémo podria ser que
1 1 1

+ +_+___+..-= —_
10+1 10 100 119

donde el lado izquierdo representa una suma infinita y el lado derecho es un resultad
finito. La solucién moderna a este problema consiste en el concepto de limite, que €s€
tema principal de este capitulo. El lado izquierdo de la ecuacién es una serie geométric
infinita. Si se utiliza la notacién de limite y la férmula para la suma de una serie geo
trica, se escribe

10(1- (%)) 100
1

k
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diar los limites y sus propiedades basicas.

Quiz4 usted ha estado en un estacionamiento en el que puede “aproximarse” al auto-
movil de enfrente, pero no quiere golpearlo, ni siquiera rozarlo. Esta nocién de estar
cada vez mas cerca de algo, pero sin tocarlo, es muy importante en matematicas, y estd
implicita en el concepto de limite, en el cual se sustentan los fundamentos del calculo.
Baésicamente, se hard que una variable “se aproxime” a un valor particular y se exami-
naré el efecto que tiene sobre los valores de la funcién.
Por ejemplo, considere la funcién
_ -1
fy ===

Aunque esta funcion no estd definida en x = 1, podria ser interesante observar el
comportamiento de los valores de la funcién cuando x se acerca mucho a 1. En la tabla
8.1 se dan algunos valores de x que son un poco menores y otros un poco mayores que 1,
y sus correspondientes valores funcionales. Observe que a medida que x toma valores
mds y més proximos a 1, sin importar si x se aproxima por la izquierda (x < 1) o por
la derecha (x > 1), los valores correspondientes de f(x) se acercan cada vez més a un
solo nimero, a saber, el 3. Esto también resulta claro en la gréfica de fen la figura 8.1.
Observe que aunque la funcién no estd definida en x = 1 (como lo indica el pequeiio
circulo vacio), los valores de la funcién se acercan cada vez mas a 3, conforme x se acer-
ca mds y mds a 1. Para expresar esto, se dice que el limite de f(x) cuando x se aproxima
ales3yseescribe

-1

lim =3
x->1 X —

Se puede hacer f(x) tan cercana a 3 como se desee, y mantenerla asi de cerca, al escoger
un valor de x lo suficientemente cercano a 1, pero diferente de 1. El limite existe en 1,
aunque 1 no se encuentre en el dominio de f. '

TABLA 8.1

. Xz x> 1

¥ - f(x) x fx)
0.8 2.44 12 3.64
0.9 99 : 11 3.31
0.95 gBs 1.05 3.1525
0.99 - 1.01 3.0301
0.995 2.985025 1.005 3.015025
0.999 2.997001 1.001 3.003001

También puede considerarse el limite de una funcién cuando x se aproxima a un
nimero que estd en el dominio. A continuacién se examinara el limite de f(x) = x + 3
cuando x se aproxima a 2:

lim(x + 3)
x—2
Obviamente, si x estd cerca a 2 (pero no es igual a 2), entonces x + 3 es cercano a 5. Esto
también resulta claro en la tabla y en la gréfica de la figura 8.2. Por lo tanto,
lim(x +3) =5
x—2
Dada una funcién fy un nimero a, puede haber dos formas de asociar un nimero con
el par (f, a). Una manera consiste en la evaluacion de f en a, a saber, f(a). Esta existe
! 3

precisamente cuando a estd en el dominio de f. Por ejemplo, si f(x) = ,COmo en

x—1
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<2 x>2 y
x flx) x flx)
15 4.5 2.5 5.5 fxX)=x+3
19 |49 21 |51 SE
1.95 | 4.95 205 | 5.05 ;
199 | 499 201 | 501 /
1.999 | 4.999 2.001 | 5.001
- X
2

FIGURA 8.2 lim(x +3) =5.
x—2

el primer ejemplo, entonces f(1) no existe. Otra forma de asociar un nimero con el par
(f, a) es el limite de f(x) cuando x tiende a a, €l cual se denota por lim _  f(x). Se han
dado dos ejemplos, a continuacién se presenta el caso general.

DEFINICION
El limite de f(x) cuando x tiende a a, es el nimero L, que se escribe

Iim Fix) = L

siempre que f(x) esté arbitrariamente cercana a L para toda x lo suficienteme
cerca, pero diferente de a. Si no existe tal nimero, se dice que el limite no existe..

Debe enfatizarse que cuando es necesario encontrar un limite, no interesa lo quele
pasa a f(x) cuando x es igual a a, sino sélo en lo que le sucede a f(x) cuando x es cercana
a a. De hecho, aun cuando el valor f(a) existiera, la definicion anterior lo elimina de ma-
nera explicita. En el segundo ejemplo, f(x) = x + 3, se tiene f(2) = 5y también lim _,(x
+ 3) = 5, pero es muy posible tener una funcién f'y un nimero a para los cuales existen
tanto f(a) como lim__ f(x) y son nimeros diferentes. Ademds, un limite debe ser inde-
pendiente de la manera en que x se aproxima a a. Esto es, el limite debe ser el mismosi
x se acerca a a por la izquierda o por la derecha (para x < a o x > g, respectivamente).

1

® EJEMPLO 1 Estimacion de un limite a partir de una grafica
a. Estimelim _,, f(x), donde la grifica de f estd dada en la figura 8.3(a).

Solucion: Sise observan en la grafica los valores de x cercanos a 1, se advierte qué
f(x) estd cercana a 2. Ademas, cuando x se aproxima cada vez més a 1, entonces f(x)
parece estar cada vez mads cercana a 2. Asi, se estima que

ll’m1 f(x)es2

¥ y
PN 3N
y = flx) y =flx)
2+ 2k \
| X | X
1 1
(a) (b)

FIGURA 8.3 Investigacion de lim _, f(x).



PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

QUE NO EXISTEN :
jeros utilizan a diario la fun-
mayor entero” que se denota
f(x) = |x]al dar cambio a los
Esta funcién proporciona la
de billetes para cada mon-
bio que se debe (por ejem-
n cliente se le debe $1.25
io, recibiria $1 en billete;
nto [1.25| = 1). Formalmen-
' define como el mayor en-
» s menor o igual a x, Haga
a de £, la cual algunas veces
mina funcién escalonada,
Iculadora graficadora en el
ulo de visualizacién estan-
funcién se encuentra en
de numeros y se denomina
rt). Explore esta grafica con
el comando trace. Determi-

e lim_, f(x).
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b. Estime lim _, f(x), donde la grifica de f estd dada en la figura 8.3(b).

Solucién: Aunque f(1) = 3, este hecho no tiene importancia sobre el limite de f(x)
cuando x tiende a 1. Se observa que cuando x se aproxima a 1, entonces f(x) parece
aproximarse a 2. Por lo tanto, se estima que

ll'lT} f(x)es2

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 = )

Hasta ahora todos los limites que se han considerado efectivamente existen. A con-

tinuacion se verdn algunas situaciones en las que no existe un limite.

® EJEMPLO 2 Limites que no existen

a. Estimelim _,_, f(x), si existe, donde la grdfica de f estd dada en la figura 8.4.

Solucién: Cuando x tiende a —2 por la izquierda (x < —2), los valores de f(x)
parecen mas cercanos a 1. Pero cuando x tiende a —2 por la derecha (x > —2), en-
tonces f(x) parece mds cercana a 3. Por lo tanto, cuando x tiende a —2, los valores
de la funcién no se acercan a un solo nimero. Se concluye que

lim_f(x) no existe
x——2

Observe que el limite no existe aunque la funcién esta definida en x = —2.

o s, A
b. Estime lim — si existe.
x>

0 x2

Solucion: Sea f(x) = 1/x% La tabla de la figura 8.5 proporciona los valores de
f(x) para algunos valores de x cercanos a 0. Cuando x se acerca mas y mas a 0, los
valores de f(x) se hacen cada vez mas grandes sin cota alguna. Esto también es
claro en la gréfica. Como los valores de f(x) no se acercan a un niimero cuando x
se acerca a 0,

lim — no existe

x—0 xz
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA3 @@
y
y
X flx)
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FIGURA 8.4 lim__, f(x) no existe.

2 A
FIGURA 8.5 lim —5 o existe.

x—0Xx
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LTECNOLOGiAI

Problema: Estime lim_, f(x) si

X3 +21x2 —102x + 4
x2+25x -9

fx) =

Solucién: Un método para encontrar el limite consiste en
construir una tabla de valores de la funcién f(x) cuandox

es cercana a 2. De la figura 8.6, se estima que el limite es
1.57. De manera alternativa, puede estimarse el limite a
partir de la gréfica de f. En la figura 8.7 se muestra la gra- FIGURA 8.7 Grifica de f(x) en la ventana
fica de f con la ventana estdndar de [—10, 10] X [—10, 10]. esténdar.

Primero se hacen varios acercamientos alrededor de x = 2
y se obtiene lo que se muestra en la figura 8.8. Después
de dar valores alrededor de x = 2, se estima que el limite
es 1.57.

-10

FIGURA 8.8 El acercamiento y
trazado alrededor de x = 2 proporciona
lim,_, f(x) ~ 1.57.

FIGURA 8.6 lim,_, f(x) = L.57.

Propiedades de los limites

Para determinar limites, no siempre hace falta calcular los valores de la funcién o hacer
el bosquejo de una gréfica. Existen también varias propiedades que se pueden emplear.
Las siguientes pueden parecerle razonables:

1. Sif(x) = c es una funcién constante, entonces

lipite e s

2. lim x" = a", para cualquier entero positivo .
x—a

@ EJEMPLO 3 Aplicacion de las propiedades 1y 2 de los limites
a. lim, 2,7 =7;limy_,—57=7
b. lim, ,¢x* = 6> =36
¢ lim, o1t =(-2)* =16
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 9 ”

Algunas otras propiedades de los limites son las siguientes:
Silim_,, f(x)ylim_,, g(x) existen, entonces
7 e E e
s im{ /() % g()] = lim f(x) * lim g(x)

Esto es, el limite de una suma o diferencia es la suma o diferencia, respectivamé
de los limites. :

4 lim[ £(x) - ()] = lim f(x)- lim g(x)

Esto es, el limite de un producto es el producto de los limites.
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PRINCIPIOS EN PRACTICA 3

de ingreso para cier-
estd dado por R(x) =
Determine el lim__; R(x).
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5 . P_xP[cf(x)] =c- Hm f(x) donde ¢ s una constante
Esto es, el limite de una constante por una ﬁmczén es la constante por el limite de
la funcion.

® EJEMPLO 4 Aplicacion de las propiedades de los limites

A Jim(x? + x) = lim x> + lim x (Propiedad 3)
x—2 x—2 x—2
=249 =6 (Propiedad 2)
b. La propiedad 3 puede aplicarse por extension al limite de un nimero finito de su-

mas y diferencias. Por ejemplo,

llm(q —-q+1)= llmq — lim q+ lim 1

qg-—1 g——1

=(-1)-(-D+1=1

c. ll’rr;[(x +1)(x —3)] = ll’m(x +1)- lim(x -3) (Propicdad 4)
x—
[hmx + hml] [lim x — lim 3]
x—=2 —2 x—>2 x—2
=2 +1)-@—3)=3(—1)= -3
d. lim 3x* =3 lim x3 (Propiedad 3)
x——2 x——2
=3(-2) = -

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 11 )

‘® EJEMPLO 5 Limite de una funcién polinomial

Sea f(x) = ¢ux" + cp—1x" 1 + - -+ +¢1x + ¢o una funcién polinomial. Entonces

lim f(x)

lim (¢, x" + cpo1x™ 1+ -+ Fepx + cp)
Xx—a

Cp-Hmx™ +cpq - Him x" L + -+ - 4¢; - lim x + lim ¢
X—a xX—a xX—a x—a

Cnd" + cp18" N+ -0 +e1a +co = f(a)

Il

Por lo tanto, se tiene la propiedad siguiente:

Si f es una funcién polinomial, entonces

lim £(x) = f(@)

En otras palabras, si f es un polinomio y a es cualquier nimero, entonces las dos formas
de asociar un nimero con el par (f, a), a saber, la evaluacién y la formacién del limite,
existen y son iguales.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 13 (&= )

El resultado del ejemplo 5 permite encontrar muchos limites simplemente por eva-
luacién. Por ejemplo, puede encontrarse

lim (x* + 4x% —7)
x——-3
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& ADVERTENCIA

Observe que en el ejemplo 6(a)

el numerador y el denominador
de la funcion son polinomios. En
general, puede determinarse el
limite de una funcion racional
mediante evaluacién, siempre que
el denominador no sea 0 en a.

& ADVERTENCIA

La condicién para la igualdad de los
limites no excluye la posibilidad de
que f(a) = g(a). La condicion sélo
concierne a x # a.

al sustituir —3 por x, porque x> + 4x?> — 7 es una funcién polinomial:
xl_l’)r{lz(x3 +4x2 - T) = (-3 +4(-3¢ -7=2
Del mismo modo,
}lll’_l')l’:l;[Z(h -1]=2B3-1)=4

Es necesario especificar que no se calculan los limites con sélo evaluar o “sustxtmr»
a menos que exista alguna regla que cubra la situacion. Fue posible encontrar los dos Jj.
mites anteriores por sustitucion directa porque se tiene una regla que se aplica a limiteg
de funciones polinomiales. Sin embargo, el uso indiscriminado de la sustitucién puede
conducir a resultados erréneos. Para ilustrarlo, en el ejemplo 1 (b) se tiene f(1) =3 ,que
no es el lim_,, f(x);en el ejemplo 2(a), f(—2) = 2,que noes el lim __, f(x).

Las siguientes dos propiedades de limites tienen que ver con cocientes y raices,
Siel hmx_,,z f(x) y el lim . 8(x) existen, entonces

f(x) lim,_,, f(x) s
: G - s 4 lmeer# 0

Esto es el limzte de un cociente es el cociente de los limites, szempre que el
 nador no tenga un limite de 0. :

7 e \/f(x) = \/lim f(x) (Vealanotal al pie de pagma)

® EJEMPLO 6 Aplicacion de las propiedades 6 y 7 de los limites
o 2x*+x—-3 lim_;2x*+x-3) 2+1-3 0

a. lim = = =-=0
-1 x3+4 lim, 1 (x3 +4) 1+4 5

b. limv2 +1 = \/h'm(tz +1) =17
t—4 t—4

¢ limvx2+7= \s/ll’m(xz +7) =vV16=+v8-2=2v2
x—3 x—3

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 15 @@@

Limites y manipulacion algebraica

Abhora se considerardn limites para los cuales las propiedades de los limites no aplican,
y que no pueden determinarse mediante evaluacién. Un resultado fundamental es €l
siguiente:

Sifyg son dos funciones para las cuales f(x) = g(x), para toda x # a, entonces
lim f(x) = lim g(x)

(lo que significa que si alguno de los limites existe, entonces el otro también exist
son iguales).

El resultado surge directamente de la definicién de limite, puesto que el valor
de lim —, f(x) depende s6lo de los valores de f(x) para x que estdn muy cerca de
De nuevo: la evaluacién de fen a, f(a), 0 su no existencia, es irrelevante en la determi-

1Si n es par, se requiere que el lim___ f(x) sea positivo.

x—a



pRINCIPIOS EN PRACTICA 4

DE UNA PROPIEDAD
MITES

e cambio de la productwr-
numero de unidades pro-
- hora) aumenta con el
e trabajo de acuerdo con

|
_ 50(2 +4n)
-

tre el lim,_, p(?).

‘ | En tanto f(x) como g(x) se aproximen
| a0 cuando x — a, entonces se dice
fque el limite

| [(v)

g(x)

tiene la forma (/0. De manera similar,
- se habla de la forma k /0, para k # Osi
f(x) se aproxima a k # 0 a medida que
xoa pero g(x) se aproxima a 0 cuan-
dox—a.

ADVERTENCIA

Lon frecuencia existe confusion
dcerca de cual es el principio que
€ Usa en este ejemploy en el
Biemplo 7. Este es:

Si f(x) = g(x) para x # a,

entonces lim f(x) = lim g(x)
X—d \=>0
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nacién de lim __f(x) a menos que se tenga una regla especifica que sea aplicable, como

en el caso donde f'es un polinomio.

® EJEMPLO 7 Determinacion de un limite
2
X

Determine lim
xo-1 x+1°

Solucion: Cuando x — —1, tanto el numerador como el denominador se aproximan a

cero. Debido a que el limite del denominador es 0, no es posible utilizar la propiedad 6.

Sin embargo, lo que le suceda al cociente cuando x es igual a —1 no tiene interés, puede

suponerse que x # —1 y simplificar la fraccion:

_(x+DEx-1)
- x+1 B

21

-1 arax # —1
x+1 P

x2—-1
x+1
da lugar a una nueva funcién x — 1, que es igual a la funcién original parax # —1. Por lo
tanto, es aplicable el resultado fundamental mostrado en la pagina anterior y se tiene

Esta manipulacién algebraica (factorizacion y cancelacion) de la funcidn original

2 e

X =1
lim =lmkx-1)=-1-1=-2
x—-1x+1 x—— ( )
Observe que, aunque la funcién original no estd definida en —1, tiene un limite cuando
x— —1.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 21 @@

En el ejemplo 7, el método para encontrar un limite mediante evaluacién no fun-
ciona. Al reemplazar x por —1 se obtiene 0/0, lo cual carece de significado. Cuando
surge la forma indeterminada 0/0, 1a operacién algebraica (como en el ejemplo 7) pue-
de resultar en una funcién que concuerde con la funcidén original, excepto en el valor
limitante. En el ejemplo 7, la nueva funcién, x — 1, es un polinomio y su limite puede
determinarse mediante sustitucion.

Al inicio de esta seccidn, se encontrd que

3 -1
i
x1—>n} H— 1

por inspeccién de una tabla de valores de la funcién f(x) = (x> — 1) /(x — 1),y también
después de considerar la gréfica de f. Este limite tiene la forma 0/0. Ahora el limite se
determinard mediante la técnica descrita en el ejemplo 7.

® EJEMPLO8 Forma0/0

-1
Encuentre hm
-1 X — 1

Solucién: Cuando x — 1, tanto el numerador como el denominador se aproximan
a 0. De esta manera, se tratard de expresar el cociente en una forma diferente para
x # 1. Al factorizar se tiene

3 =1 (e~ tx+1)

= x2+x+ #1
prgn | x=1) x+1 parax

(Alternativamente, la division larga daria el mismo resultado.) Por lo tanto,

3

lim
x->1 X —

zlfrr}(x2+x+1)=12+1+1=3
x—

como se mostrd antes.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 23
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® EIEMPLOS  Forma 0/0

FORMA 0/0

La longitud «
aumenta

incrementa la
S 125 2(x +h) = (125 + 2x)
lim
h—0 (5l s
Calcule este limite.

gitud esta dada

La expresion

Floe = h) - Fx)
s

se llama cociente de diferencias. El
limite del cociente de diferencias se
encuentra en la esencia del célculo
diferencial. Encontrara tales limites
en el capitulo 9.

Se utilizara este limite en el
capitulo 10.

Si f(x) = x* + 1, encuentre lim

fx +h) = f(x)
h

h—0
Solucion:
= 2 (2
lim fx+h)— f(x) _ lim [(x +h)* +1] = (x* +1)
h—0 h h—0 h

Aqui se trata a x como una constante porque 4, no x, cambia. Cuando /& — 0, tantg 3 .
numerador como el denominador se aproximan a 0. Por lo tanto, se tratard de eXpresay
el cociente en forma tal que & # 0. Se tiene
+AF +1] - +1 24 2%k + R 41] =27 —
o (AR -@ 4D [P A2x =1
h—0 h h—0 h
. 2xh + h?
= lim ————
h—0 h
h(2x +h
T .
h—0 h
= I -
}lll_r)r})(b h)

=2x
hQ2x +h
Nota: En la cuarta igualdad anterior, lim L = lim(2x + h), se usa el resulta-
h—0 h—0
+h
do fundamental. Cuando 7 ) y 2x + h se consideran como funciones de h, se ven

como iguales, para toda /& # 0. Se sigue que sus limites son iguales cuando 4 se aproxi-

e
ma a 0.
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 35 @@@

Un limite especial

Se concluye esta seccién con una nota concerniente a uno de los limites més importan-
tes, a saber

lim (1 + x)/*

x—0

En la figura 8.9 se muestra la grafica de f(x) = (1 + x)!/*. Aunque f(0) no existe, cuando
x — 0 resulta claro que el limite de (1 + x)!/* si existe. Es aproximadamente 2.71828,
y se denota por la letra e. Esta, como recordara, es la base del sistema de los logaritmos
naturales. El limite

lim(1 +x)Y* =e
x—0

en realidad puede considerarse como la definicién de e. Puede mostrarse que esto con-
cuerda con la definicién de e que se dio en la seccidn 6.1.

flx)
X 1+ x)~ x @1 + x)~

0.5 2.2500 -05 4.0000 .
0.1 2.5937 -01 2.8680 \
0.01 27048 —001 | 27320 i

= + x)ix
0001 | 27169 —0.001 | 2719 L =

i %

FIGURA 8.9 lim_ (1 +x)'/*=e.
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problemas 8.1

Jos problemas 1 a 4, utilice la grdfica de f para estimar cada

imite, si existe.
¢, La gréfica de f aparece en la figura 8.10.
(b) lim,,; f(x)

(a) limy—0 fx) (¢) lim,_,7 f(x)

y

\ y=fx)
1 E3

FIGURA 8.10 Diagrama para el problema 1.

2. La gréfica de f aparece en la figura 8.11.
(ll) limx—y—l f(x) (b) me—)l f(x) (c) limx—-)Z f(x)

¥
2 fy=fx)
1
I I "
-1 1
FIGURA 8.11 Diagrama para el problema 2.

*3, La gréfica de faparece en la figura 8.12.
b (@) lim,—1 f(x) (b) lim, 7 f(x) (c) lim, ;5 f(x)

y

3—/
2k y = fx)

B sy S O
|
1

|
2

FIGURA 8.12 Diagrama para el problema 3.

4. La grifica de faparece en la figura 8.13.
S @ lim,,_; f(x) () limso £(x)

y

(¢) lim,,q f(x)

y = fx)

FIGURA 8.13 Diagrama para el problema 4.

Secc. 8.1 Limites

En los problemas 5 a 8, utilice su calculadora para completar la
tabla, y use los resultados para estimar el limite dado.

2 _
5. h’m w
x——1 x+1
x |—0.9]—0.99]—0.999] —1.001] —1.01| —1.1
f(x)
2
6 lim X2
-»-3x+3
x | —3.1]—3.01]—3.001] —2.999] —2.99] —2.9
fx)
X
* 7. lim &1
x—0 X
x |—0.1]—0.01]—0.001]0.001]0.01]0.1
fx)
 VIi+h-1
8 lim —— —
h—0 h
h [—0.1]—0.01] —0.001]0.001]0.01]0.1
fx)
Encuentre los limites en los problemas 9 a 34.
“9. 1fm 16 10. lim 2x
x—2 x—3
#11. lfm (2 -5 12. lim (5t -7
t—l>r£15( ) t—1>133( )
3 3 ) . 4r -3
*13. lim (3x° —4x° +2x —3) 14. lim
x——2 r-9 11
- 2 4
#15, 1fm 2 16. lim *_*°
t»>-3t+5 x——6 X —6
h Z—-5z7—4
17. lim —— . 1i
P A —Th 1 B BT
19. lim \/p2 +p+5 20. lim /y +3
p—o4 y—15
2+ +
%1, [fm T T2 22 lim 11
x—»-2 x+2 s>—1x+1
2-x-2 3+ 312
#23, lim —~ = . lim ————
o — 2 e
2 2 . 4
, 25 1im ©_* 6 26. lim
x—3 x—3 t—»21—2
_ 2 _
27, lim X3 28, lim © 2
x—3x2 -9 x—0 X
x2 —9x +20 x4 -81
. lfim ——— "~ . lim ———
2 i x—4 0. S+ 15
2 _ _ 2 + _
) 31, lim o —* 10 32, lim o128

x>-4x2+5x +4

+92)2 —
lim &2 —4
x—=0 X

x->2x2+5x —14
2+ Bp —~2°
fi S B =%

8. h—0 h

34.

*35, Encuentre lim trate a x como una constante.

h—0

(x +h)? —x2
h

3(x +h) +7(x+h)—3x*—7x
h

36. Encuentre lim
h—0

una constante.

+h) —
En los problemas 37 a 42, encuentre }llin}) w
-

38. f(x)=2x+3
4. f(x)=x2+x+1
42. f(x)=3—x+4x?

37. f(x)=7-3x
39. f(x)=x2-3
“41. f(x) = x> —4x?

287

trate a x como
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43.

45.

OBIJETIVO

Capitulo 8 Limites y continuidad

Vx =2 =2
x—6
numerador al multiplicar el numerador y el denominador por

vx —=2+2).

Encuentre la constante c tal que Iim
x—>3 x2 —5x +

ese valor de c, determine el limite. (Una pista: Encuentre el
valor de ¢ para el cual x — 3 es un factor del numerador).

Encuentre lfné . (Una pista: Primero racionalice el
X—>

2
x*+x+c .
G exista. Para

Planta de energia La eficiencia tedrica maxima de una planta
de energia estd dada por
I - T

T

E =

donde T, y T, son las temperaturas absolutas respectivas del
deposito mds caliente y del més frio. Encuentre (a) limz 0 E'y
(b)limg 7, E.

Satélite Cuando un satélite de 3200 libras gira alrededor de
la Tierra en una 6rbita circular de radio r pies, la energia total
mecdnica E del sistema Tierra-satélite estd dada por

7.0 x10"7
r

E= pie-lb

Encuentre el limite de E cuando r — 7.5 X 107 pies.

En los problemas 47 a 50, utilice una calculadora graficadora payg
graficar las funciones y luego estime los limites. Redondee sus res. '
puestas a dos decimales.

47.

149

Es1.

Es2.

£* 42 =24

lim []48. lim x*
=2  x2—4 & x—0
. x—10y/x +21 - 34+ x2-5x+
lim X~ 10V +21 Biso, i XL -8R
x99 3—/x =7 o1 x3 4+ 2x2 —Tx + 4
Purificacion de agua El costo de purificar agua estd dado por
50 000
C = ——— — 6500 donde p es el porcentaje de impurezas que

p
quedan después de la purificacién. Grafique esta funcién en
su calculadora graficadora, y determine limp C. Analice ¢]
significado de dicho limite.

—0

Funcién de utilidad La funcién de utilidad para un cierto
negocio esta dada por P(x) = 224x — 3.1x?- 800. Grafique
esta funcién en su calculadora graficadora, y use la funcién de
evaluacion para determinar lim ., , P(x), utilice la regla sobre
el limite de una funcién polinomial.

8.2 Limites (continuacion)

Estudiar los limites laterales, limites infinitos
y limites al infinito.

Limites laterales

En la figura 8.14 se muestra la grafica de un funcién f. Observe que f(x) no estd defi-

nida cuando x = 0. Cuando x tiende a 0 por la derecha, f(x) se aproxima a 1. Esto se

escribe como

FIGURA 8.14 Ellim_, f(x)

lim f(x) =1

Por otra parte, cuando x tiende a 0 por la izquierda, f(x) se aproxima a —1 y se escribe

lfl’{)li flx)= -1

Los limites de este tipo se conocen como limites unilaterales. Como se menciono en la
seccidn anterior, el limite de una funcién como x — a es independiente del modo en que
X se aproxima a a. Por lo tanto, el limite existira si y s6lo si ambos limites existen y son

lim f(x) no existe
x—0

Otro ejemplo de un limite unilateral, considere f(x) = v/x — 3 cuando x tiende a 3.
Como festa definida cuando x = 3, puede hablarse del limite cuando x tiende a 3 por la
derecha. Si x es un poco mayor que 3, entonces x — 3 es un niimero positivo cercano a0

11’1131+ vx—3=0

Este limite también es evidente si se observa la figura 8.15.

no existe.
iguales. Entonces se concluye que
f(x)
f@x)=~x-3
2 -
n y de este modo v x — 3 es cercano a 0. Se concluye que
1 | | | | | x
3 6
FIGURA 8.15

lim,_,3+ vVx =3 =0. Limites infinitos

En la seccién anterior se consideraron limites de la forma 0/0; esto es, limites en los qué
el numerador y el denominador se aproximan a 0. Ahora se examinaran limites en 108
cuales el denominador se aproxima a 0, pero el numerador tiende a un nimero diferen-
te de 0. Por ejemplo, considere

1
m —
x—0 xZ

i,



X fx)
+1 1
+0.5 4
+0.1 100
+0.01 10 000
+0.001 1 000 000

FIGURA 8.

& ADVERTENCIA

El uso del signo “igual” en esta
situacion no significa que el limite
exista; por el contrario, el simbolo

(00) aqui es una manera de especificar
que no hay limite, e indica por qué

no existe.

1
16 lim — = oo.
x—0

x2

S N S—

|

FIGURA 8.18 x— —1".

0.99

0.9
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Aqui, cuando x tiende a 0, el denominador tiende a 0 y el numerador tiende a 1. A con-
tinuacion se investigara el comportamiento de f(x) = 1/x2 cuando x es cercano a 0. El
ndmero x? es positivo y también cercano a 0. Por lo tanto, al dividir 1 entre tal nimero
da como resultado un nimero muy grande. De hecho, entre més cercana a 0 esté x,
mayor es el valor de f(x). Por ejemplo, vea la tabla de valores en la figura 8.16, la cual
también muestra la grafica de f. Es claro que cuando x— 0 tanto por la izquierda como
por la derecha, f(x) aumenta indefinidamente. De aqui que no exista el limite en 0. Se
dice que cuando x — 0, f(x) se vuelve infinito positivamente, y en forma simbdlica se
expresa este “limite infinito” al escribir

lim — =0

-0 Xx

Silim _ f(x) no existe, puede que la razén no sea que los valores de f(x) se vuelvan

arbitrariamente grandes cuando x se acerca a a. Por ejemplo, vea de nuevo la situacién
del ejemplo 2 de la seccién 8.1. Aqui se tiene

lim f(x) noexiste,pero lim f(x)# co
x—>—2 x—-2

Abhora considere la grifica de y = f(x) = 1/x para x # 0. (Vea la figura 8.17). Cuan-
do x se aproxima a 0 por la derecha, 1/x se hace infinito positivo; cuando x se aproxima
a 0 por la izquierda, 1/x tiende a infinito negativo. En forma simbdlica estos limites
infinitos se escriben

1
lim — =00 y Ilim - = -0
x—=0* x x-0" X
y
X f)

0.01 100
0.001 1000
0.0001 10 000
—0.01 —100
—0.001 —1000
—0.0001 —10 000

1
FIGURA 8.17 lim — no existe.

x>0 X

Cualquiera de estos dos hechos implican que

1 .
Iim — no existe
x—0 X

“® EJEMPLO 1 Limites infinitos

Encuentre el limite (si existe).

z

Iim
x--1*x +1

a.

Solucién: Cuando x tiende a —1 por la derecha (piense en valores de x como —0.9,
—0.99, y asi sucesivamente, como se muestra en la figura 8.18),x + 1 tiende a 0 pero
siempre es positivo. Como se divide 2 entre niimeros positivos que se aproximan a
0, los resultados, 2/(x + 1) son niimeros positivos que se vuelven arbitrariamente
grandes. Por lo tanto,

z.

lim =00
x—-1tx +1

y el limite no existe. Por un andlisis similar, usted debe ser capaz de demostrar que

P

Iim =
x—»-1-x+1
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Usted debe ser capaz de obtener
] [

lim — y lim —sinla ayuda de una
X y - X

grafica o de una tabla. Al dividir 1
entre un nimero positivo grande se
obtiene como resultado un positivo
pequeno, y cuando el divisor se hace
arbitrariamente grande, los cocientes

se vuelven arbitrariamente pequenos.

Un argumento similar puede hacerse
para el limite cuando x — —cx.

.. XFE2

b. lim 55—

x—=2x2 —4
Solucién: Cuando x — 2, el numerador tiende a 4 y el denominador se aproximg
a 0. Por lo tanto, se dividen nimeros cercanos a 4 entre nimeros cercanos a (), Log
resultados son nimeros que se vuelven arbitrariamente grandes en magnitud, En

esta fase puede escribirse

lim no existe
x—>2 x2 —4
Sin embargo, se evaluara si es posible utilizar el simbolo co 0 —co para ser m4s gg.

pecificos acerca del “no existe”. Observe que
x+2 x 42

Iim —— = lim = lim
x—2 x2 —4 x—2 (x + 2)(x = 2) x—=2x—2
Como
Iim =00 lim = -0
xo2tx —2 y =2 x—2
Iim Nno es oo ni —oo.
x—2 x2 —4

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 31 @@

En el ejemplo 1 se consideraron limites de la forma k /0 donde k # 0. Es importante

que distinga la forma k/0 de la forma 0/0, que se estudié en la seccién 8.1. Las dos se
manejan de una manera muy diferente.

® EJEMPLO 2 Determinacion de un limite

t—2
Encuentre lim ;
t—2 t2 —4

Solucion: Cuando t — 2, tanto el numerador como el denominador, tienden a 0 (forma
0/0). Asi, primero se simplifica la fraccién, como se hizo en la seccién 8.1, y luego se
toma el limite:

I =2 I t=2 I 1

im = lim =lim——7 =
=212 —4  =>2(t+2)(t—2) =2

1
t+2 4
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 37 ~

Limites al infinito

Ahora se examina la funcién

fx) =

e

cuando x se vuelve infinito, primero en sentido positivo y después en sentido negativo.
En la tabla 8.2 puede verse que cuando x aumenta indefinidamente al tomar valores
positivos, los valores de f(x) se aproximan a 0. De la misma manera, cuando x disminuye
indefinidamente al tomar valores negativos, los valores de f(x) se aproximan a 0. Estas
observaciones son claras al ver la grafica de la figura 8.17. Alli, cuando usted se mueve
a la derecha sobre la curva y toma valores positivos de x, los correspondientes valores
de y se aproximan a 0. De manera similar, cuando se mueve hacia la izquierda a lo largo

TABLA 8.2 Comportamiento de f(x) cuando x — *oo

x fx) x fx)
1000 0.001 -1000 —0.001
10 000 0.0001 —10 000 —0.0001
100 000 0.00001 —100 000 —0.00001

1 000 000 0.000001 —1 000 000 —0.000001
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icadora en la ven
10 000]. Utilice la fur
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de la curva a través de valores negativos de x, los correspondientes valores de y se
aproximan a 0. En forma simbdlica, se escribe

Estos limites se conocen como limites al infinito.

® EJEMPLO 3 Limites al infinito
Encuentre el limite (si existe).

Solucién: Cuando x se vuelve muy grande, también se incrementa x — 5. Como
el cubo de un nimero grande también es grande, (x — 5)* — co. Al dividir 4 entre
numeros muy grandes se tiene como resultado nimeros cercanos a 0. Por lo tanto,

lim ——— =0
x=00 (x —5)3

b. lim V4 —x

X——00
Solucion: Cuando x se hace cada vez mds negativa, 4 — x tiende a infinito posi-
tivo. Debido a que la raiz cuadrada de nimeros grandes son nimeros grandes, se

concluye que
lim v4—x =

X—>—00

En el siguiente andlisis se necesitard un cierto limite, a saber, limx'_m 1/x? donde
p > 0. Conforme x se vuelve muy grande, también se incrementa x”. Al dividir 1 entre
nimeros grandes se tiene como resultado niimeros cercanos a 0. Asi lim ____ 1/x? = 0.
En general,

1 1
im —=0 y Ilim — =
x—00 XP ‘ x——00 xP
donde p > 0.2 Por ejemplo,
. 1
M8 A ]

Ahora se encontrara el limite de la funcién racional

4x? +5
2x%2+1

fx) =

cuando x — oco. (Recuerde que se menciond en la seccién 3.2 que una funcién racional
es un cociente de polinomios). A medida que x se vuelve cada vez mds grande, ambos,
numerador y denominador de f(x), tienden a infinito. Sin embargo, la forma del cocien-
te puede modificarse de modo que se pueda sacar una conclusion de si tiene o no limite.
Para hacer esto, se divide el numerador y el denominador entre la mayor potencia de x
que aparezca en el denominador. En este caso es x% Esto da

4x2 +5 4x? + 5

. 4x? 45 P x2 . ox2 X2
Iim — = lim ——— = lim ————
x>0 2x2 41 x200 2x2 41 x—o0 2x2 ]

x2 x2  x2

5
4+ lim4+5-h’mi2
X

# X—>00 X—=>00 X
= lim =
oo 1 1
2+ — Iim 2 + lim =
X xX—>00 xX—00 X

«

*Paralim _,_1/xP,se supone que p es tal que 1/x” estd definida para x < 0.
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fx)
5
_4x2+5
f) 22 +1
__________ T i
1 1 X
=i 1

FIGURA 8.19 lim__ f(x) =
lim_ _f(x)=2.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2

FUNCIONES RACIONALES
Los montos anuales de ventas y de

ciertacompaiiia (en milesde délares)

estan relacionados con la cantidad
de dinero que gasta en publicidad,
x (en miles de délares), de acuerdo

con la ecuacién y(x) = s Grafi-

+20°

que esta funcién en su calculadora
graficadora en la ventana [0, 1000]
X [0,550]. Utilice Trace para explorar
lim_, _ y(x), y determine qué signifi-
ca esto para la empresa.

Comolim _, 1/x” =0 parap >0,

im 4x% +5

. _4+5(0)
x=00 202 + 1

2+0

4
_:2
2

De manera similar, el limite cuando x — —oo es 2. Estos limites son claros si se Obseryy
la grafica de fen la figura 8.19.

Para la funcién anterior, hay una manera mds sencilla de encontrar el lim i
Para valores grandes de x, el término que incluye la potencia mds grande dex X en'gl
numerador, a saber 4x?, domina la suma 4x? + 5, y el término dominante en el depg.
minador, 2x?> + 1, es 2x% Por lo tanto, cuando x — oo, f(x) puede aproximarse come
(4x?) /(2x?). Como resultado, para determinar el limite de f(x), basta determinar e] limi.
te de (4x?) /(2x?). Esto es,

. 2+5 . 4x?

im im =1lim2=2
x—00 2x2 + 1 xX—00 x2 x—00

como se vio antes. En general, se tiene la regla siguiente:

Limites al infinito de funciones racionales

Si f(x) es una funcién racional y a,x" y b, x" son los términos en el numerador
nominador, respectlvamente con las mayores potencias de x, entonces

- X
xll)l‘(l)lo fx) = th T
¥
a:x?
xgl-l-loo f(x) x—)—oo bxl

Ahora se aplicara esta regla a la situacién donde el grado del numerador es mayor que
el del denominador. Por ejemplo,
i x* —3x " x* . g
im = lim — = lim (—zx" | =0
x>—-00 5 —2x x>—00 —2X  x>-00 2
(Observe que en el dltimo paso, cuando x se vuelve muy negativa, también lo hace x°,
ademds, -% por un nimero muy negativo resulta ser muy positivo.) De manera similar,

De esta ilustracion se llega a la conclusion siguiente:

Si el grado del numerador de una funcién racional es mayor que el del deno
nador, entonces la funcién no tiene limite cuando x — oo y no tiene limite cu
X — —oo. ‘
® EJEMPLO 4 Limites al infinito de funciones racionales

Encuentra el limite (si existe).

a. lim -1
. lim —————
x—=o00 7 —2x + 8x2
Solucioén:
i xr -1 " x? it 1 1
m — = lim — = llIm — = —
x=007 —2x +8x2 x> 8x2 x—>8 8
x
b. Im ——
x~teo (3x — 12
vz X I X S 5
Solution: L e —TF e DRl
1 1 1 1
= l’ _—= = l’ —_ = — = 0
ik e T s ¥ 9(0)
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it x> —x4
¢ lim ———
x>0 x4 —x3 +2

Solucién: Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, no
existe el limite. Con mayor precision,

3 x —x* x3
lim =
X—>00 x4 — x3 +2 x—00 X X—00

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 21 @@

R e . . .
Para encontrar lim ———————, no se puede simplemente determinar el limite de
x=07 —2x + 8x2
¢ ADVERTENCIA 2 e aee . .
- 82 Esta simplificacion se aplica sencillamente en el caso x — co 0 x — —oo. En lugar
| La técnica anterior solo se aplica X )
4 limites al infinito de funciones de eso, se tiene 21 Bt {
e X2 — =

racionales. lim = = —Z

i =07 —=2x+8x2 7-0+0 7

Ahora se considera el limite de la funcién polinomial f(x) = 8x?> — 2x cuando x — cc:
lim (8x% — 2x)

X—>00
Debido a que un polinomio es una funcién racional con denominador 1, se tiene

8x2 —2x o 8x?
lim (8x* —2x) = lim ——— = lim — = lim 8x?
X—>00 X—>00 1 X—>00 X—>00
Es decir, el limite de 8x> — 2x cuando x — co es el mismo que el limite del término que
incluye a la mayor potencia de x, a saber, 8x2. Cuando x se vuelve muy grande, también
se incrementa 8x2. Por lo tanto,

lim (8x% — 2x) = lim 8x = o

X—>00 X—>00

En general, se tiene lo siguiente:

Cuando x — oo (0 x — —0c0), el limite de una funcién polinomial es el mismo que el
de su término que involucra la mayor potencia de x.

| PRINCIPIOS EN PRACTICA 3 ® EJEMPLO 5 Limites al infinito para funciones polinomiales

N d— s fw— 9y =Tt N i i
a. lim (¥’ —x*+x—2)=Iim_,__ x°.Sixse vuelve muy negativa, también x°. Por

lo tanto,
C de producir x unidades lim (* —x2+x—2)= lim x* = -
0 producto esta dado por x——00 x—>—00
50000 + 200x + 0.3x% Utili- b. lim —2x3 + 9x) = lim —2x3 = 0o, porque —2 por un nimero muy negati-
uladora graficadora para oo ( ) 37300 L P yneg

, : ; vo es un nimero positivo muy grande.
lim,__ C(x) y determine lo P ve

significa. AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 9 ~ @@

i La técnica de enfocarse en los términos dominantes para encontrar los limites
‘,fNo utilice los términos dominantes cuando x — 00 0 x — —oo es valida para funciones racionales, pero no es necesariamen-
V'Mndo una funcién no es racional. te vélida para otros tipos de funciones. Por ejemplo, considere

rlim (V245 —x) 1

Observe que vx2 + x —x no es una funcién racional. Es incorrecto inferir que como x?
domina en x? + x, el limite en (1) es el mismo que
lim (VX2 —x) = lim(x —x) = lim 0 =0
X—00 X—>00 X—>00
Puede demostrarse (vea el problema 62) que el limite en (1) no es 0, sino %
Las ideas presentadas en esta seccion se aplicardan ahora a una funcién definida por

partes.
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PRINCIPIOS EN PRACTICA 4

‘Encuentre lim_, f(x) y lim

x:

325 J. (JC)

'@ EJEMPLO 6 Limites para una funcién definida por partes

sif={" "3

a.

b.

X2+1 six=1

six < 1 Chcuentre el limite (si existe).

lim,_,. f(x)

Solucién: Aqui x se acerca a 1 por la derecha. Para x > 1, se tiene f(x) = »2 4 1
Por lo que, ‘

lim f(x) = lim (x? +1)
X1t X1+
Six es mayor que 1, pero cercano a 1, entonces x> + 1 se acerca a 2. Por lo tanto,
lim f(x) = lim (x> +1) =2
x—1* x—1*
lim_,,  f(x)

Solucién: Aqui x se acerca a 1 por la izquierda. Para x < 1, f(x) = 3. De aquf
que,

lim f(x)= lim 3 =3
X—»d7 x—1-

lim_, f(x)

Solucién: Se quiere encontrar el limite cuando x se aproxima a 1. Sin embargo, de
la regla de la funcién dependerd si x = 1 o x < 1. Asi, deben considerarse los limiteg
unilaterales. El limite cuando x se aproxima a 1 existird si y s6lo si ambos limi-
tes unilaterales existen y son iguales. De los incisos (a) y (b),

lirrll+ flx) # II’IEI fx) porque 2 # 3
x=> x—1"
Por lo tanto,

h’n% fx) no existe
s

. lim __ f(x)

Solucion: Para valores muy grandes de x, se tiene x = 1, de modo que f(x) = x* +
1. Asi,

lim f(x) = lim (x> +1) = lim x*> =
X0 X=X X—00

L lim_f(x)

Solucion: Para valores muy negativos de x, se tiene x < 1, de modo que f(x) =3.
Por lo que,
lim f(x)= lim 3=3
X—>—00

X—>—00

Todos los limites de las partes de la (a) a la (c) deben quedar claros a partir de la

gréfica de fen la figura 8.20.
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 57 @@@

fx)
PPE— ] -
fx) = ¥+ 1,six>1
sL 3,six<1

FIGURA 8.20 Grafica de la funcion definida
por partes.
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i’l‘ Para la funcién f dada en la figura 8.21, encuentre los limites
siguientes. Si el limite no existe, especifique o utilice el simbolo
o0 0 —oo donde sea apropiado.

fx)

b

—2—1|1 V7

FIGURA 8.21 Diagrama
para el problema 1.

(b) limy—1+ f(x)
(d) limy—o f(x)
) limes—2+ f(x)
(h) lim,— o f(x)
(j) limy—y+ f(x)

(@) lime—1- f(x)
(©) limy—1 f(x)
(e) limy——2- f(x)
(g) limy.—2 f(x)
(i) limy——1- f(x)
(k) limy——; f(x)
2. Para la funcién f dada en la figura 8.22, encuentre los limites

siguientes. Si el limite no existe, especifique o utilice el simbolo
00 0 —oo donde sea apropiado.

fx)

2_

d /k_.
L e

1 12

FIGURA 8.22 Diagrama

para el problema 2.

(a) limy—o- f(x)
(©) lim,—o f(x)
(@) lim,; f(x)
(8) limy_o+ f(x)

(b) limy—o+ f(x)
(d) limy-_ f(x)
(f) lime—o f(x)

En los problemas 3 a 54, encuentre el limite. Si no existe, especifique
o utilice el simbolo co 0 —oo donde sea apropiado.

3. lim (x —2) 4. lim (1—x?)
x—=3* x——1t

5. lim 5x 6. lim 19
X—>—00 X—>—00

6x

7 lim = . 1
=0 x4 % e

. lim ¥? 10. lim (¢ — 1)
X=>—00 =00
lim /A 12. hh’rrﬁl_ V5—h

B w2 14. lim 22
x=-2-x+2 x—=0"

B. lim (4y/x—1) 16. lim (xvx?—4)
x—1+ x—2+

17.

19.

%21

*23.

© 25.

27.

29.

% (8

33.

35.

37,

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51,

53.

En los problemas 55 a 58, encuentre los limites indicados. Si el

Secc. 8.2
Iim vx +10 18.
X—00
Iim — 20.
X—00 X
+
iy 252 2.
xX—00 X — 3
!
xEI—noo x3+4x -3 -
33 +202+9r — 1
im ——  © - 26
bt 525
o T 28
L 3—4x—-2x°
xli{lgo Sx3 —8x+1 M
x+3
11 2
xl?:;l’ x2 -9 o
lm M 34.
w—oo SW? + 7w — 1
. 6—4x2+x3
L Wy e -
5 _
gy 2P+ 148 —3 38
x——-3" x2 +3x
2 -3x+
tim © 11 40.
x—1 xc+1
. 1 -
Iim {1+ 42.
x—1t x—1
2
x>-7"/x2 — 49
46

im 3
x50t x +Xx

lim x(x — 1)1
x—1

()
lim =
-1+ \1—x

lim |x|
x—=0

+1
lim X

X——00 X

50.

52.

54.

Limites (continuacion)

Iim —+/1-10x

X—=3—00

-6
Sx/x
ia 2% —4
x—00 3 —2x
3

Iim
X—00

r

Iim
rooco r2 +1
I S5x
1Y
x—o0 3x7 —x3 + 4

lim

’ X——00 (4x = 1)3

lim 3—2x —2x3
x——00 7 — 5x3 +2x2
3x

x-»-1 2x +1
ifin ¥ 42 —1
x——00 x5 —4x2

lim

X
"t Vi6— o

: ( 1)
. lim [ x + —
X—00 X

2

eo1j22% —1

295

limite no existe, especifique o utilice el simbolo oo 0 —oco donde sea
apropiado.

55.

56.

2 six=2
f“)_{1 six > 2
(@) limyo+ f(x)

(¢) lim,—> f(x)
(e) limy,— f(x)

) = {—2+4x—x)§

(a) limy—o+ f(x)
(¢) lim,—s f(x)

(e) limy.—o f(x)

(b) limy_,»- f(x)
(d) limy f(x)

six =2
six> 2

(b) limy.- f(x)
(d) limysoo f(x)
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57, g(x) = {

58. g(x) = {

59.

60.

Capitulo 8 Limites y continuidad

x six< 0
—x six>0

(b) lim,—o- g(x)
(d) lim,— g(x)

(@) limc—o- g(x)

(©) limy—og(x)

(e) limy——o g(x)

x2 six< 0
—x six>0
(b) lim,—¢- g(x)
(d) limy—~c g(x)

(a) limy—o- g(x)
(¢) limy—og(x)
(e) limy,. o g(x)

Costo promedio Si c es el costo total en délares para pro-
ducir g unidades de un producto, entonces el costo promedio
por unidad para una produccién de g unidades estd dado por
¢ = c¢/q. Asi, si la ecuacion de costo total es ¢ = 5000 + 64,
entonces

5000
+
q

Por ejemplo, el costo total para la produccién de S unidades
es $5030, y el costo promedio por unidad en este nivel de pro-
duccion es $1006. Por medio de la determinacion de limgy—« €,
demuestre que el costo promedio se aproxima a un nivel de
estabilidad si el productor aumenta de manera continua la
produccién. ;Cudl es el valor limite del costo promedio? Haga
un bosquejo de la gréfica de la funcién costo promedio.

6

=

Costo promedio Repita el problema 59, dado que el costo
fijo es $12 000 y el costo variable estd dado por la funcién
c,=1q.

62.

63.

64.

Demuestre que

lim (Vx> +x—x)=

X—>00

S

(Una pista: Racionalice el numerador al multiplicar la expre.
sién vx2 + x — x por

VX2 +x+x

Vx2+x+x

Después exprese el denominador en una forma tal que x sea
un factor).

Relacion huésped-parasito  Para una relacion particular hyg.
ped-parisito, se determiné que cuando la densidad de huéspeg
(nimero de huéspedes por unidad de drea) es x, el nimero de
huéspedes parasitados en un periodo es

_ 900x
Y= 10 + 45x

Si la densidad de huésped aumentara indefinidamente, ;a qué
valor se aproximaria?

: B V2—x Six<?2 .
Sif(x) = {x3 rhpel) Spm? determine el valor de la

constante k para la cual lim__, f(x) existe.

x—2

En los problemas 65 y 66, utilice una calculadora para evaluar la
funcion dada cuando x = 1,0.5,0.2,0.1,0.01,0.001 y 0.0001. Con
base en sus resultados, obtenga una conclusion acerca de lim _. f(x).

65.

Fle7.
[es.

flx) =x* 66. f(x)=el/*
Grafique f(x) = V4x2 — 1. Utilice la grafica para estimar
lim_, 2t f(x).

=9
. Utilice la grafica para estimar

61. Poblacién Se pronostica que la poblacién de cierta ciudad Grafique f(x) = p

pequena t afios a partir de ahora serd lim_,_,- f(x),si existe. Utilice el simbolo oo 0 —o0, si es apro-

2000 piado.
il = : 22 +3 six<2 .
69. Grafique f(x) = 2k +5 six =2 Utilice la gréfica para

Determine la poblacion a largo plazo, esto es, determine estimar cada uno de los limites siguientes, si existen:

lim,___N. (a) limy.o- f(x) (b) limy—o+ f(x) (¢) limy~o f(x)
OBJETIVO 8.3 Continuidad

‘o0

Estudiar la continuidad y encontrar los puntos
de discontinuidad para una funcion.

fe=x y 50 ={

Muchas funciones tienen la propiedad de que no presentan “pausa” alguna en sus gré-
ficas. Por ejemplo compare las funciones

v six # 1
six =1

cuyas gréficas aparecen en las figuras 8.23 y 8.24, respectivamente. La gréfica de f no
x) tiene pausa, pero la gréfica de g tiene una pausa en x = 1. Dicho de otra forma, si usted

Sin pausa //
enla # _
grifica /o fx)=x

/ mientras que
S/ q

FIGURA 8.23 Continua en 1.

fuera a trazar ambas gréficas con un ldpiz, tendria que despegar el ldpiz del papel en
la gréfica de g cuando x = 1, pero no tendria que despegarlo en la gréfica de f. Estas
situaciones pueden expresarse mediante limites. Compare el limite de cada funcion con
1L el valor de la funcion en x = 1 conforme x se aproxima a 1:

lim £(x) =1 = £(1)

limg(x) =1 72 =g(1)
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g(x) En la seccién 8.1 se puntualizé que dada una funcién fy un nimero a, existen dos for-
/ mas importantes de asociar un nimero al par (f, a). Una es la simple evaluacion, f(a),

pausa P {x, six #1 que existe precisamente si a estd en el dominio de f. La otra forma es lim __ f(x), cuya

enla g o / 2,six =1 existencia y determinacién puede ser mds desafiante. Para las funciones fy g anteriores,
géﬁca—l—:\,/ - : : .
: el limite de fa medida que x — 1 es igual a f(1), pero el limite de g conforme x — 1 no

e es igual a g(1). Por estas razones se dice que fes continua en 1y g discontinua en 1.
1 g g q yg
DEFINICION
FIGURA 8.24 Discontinua en 1. Una funcién f es continua en a si y s6lo si se cumplen las siguientes tres condicie-
nes:

1. f(a) existe
2. lim__ f(x) existe

X—a

3. lim_, f(x) = f(a).

Si fno es continua en a, entonces se dice que fes discontinua en a,y a se llama punto

de discontinuidad de f.
f(x) ® EJEMPLO 1 Aplicaciéon de la definicion de continuidad
fx)=5 a. Muestre que f(x) = 5 es continua en 7.
5
D Solucién: Debe verificarse que las tres condiciones se cumplan. Primera, f(7) = 5,
N 4 de modo que festd definida en x = 7. Segunda,
lim f(x) = lim5 =5
FIGURA 8.25 x—1 x—7
fes continuaen 7. Por ende, f tiene limite cuando x — 7. Tercera,
Iim £(x) =5 = £(7)
b
8(x) Por lo tanto, f es continua en 7. (Vea la figura 8.25.)
\ f :
‘ /' b. Demuestre que g(x) = x> — 3 es continua en —4.
/
. 13- /' Solucion: La funcidn g esta definida en x = —4; g(—4) = 13. También,
gx) = *-4 /
{ —] {; 2 s = = —
AL / ) lim g(x) = lim (x* ~3) =13 = g(—4)
—4

FIGURA 8.26 g es continua

B Por lo tanto, g es continua en —4. (Vea la figura 8.26).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 e

Se dice que una funcién es continua en un intervalo si es continua en cada punto de
ese intervalo. En esta situacion, la gréfica de la funcién es conectada sobre el intervalo.
Por ejemplo, f(x) = x* es continua en el intervalo [2, 5]. De hecho, en el ejemplo 5 de la
seccion 8.1, se mostré que para cualquier funcién polinomial f, para cualquier nimero a,
lim _ f(x) = f(a). Esto significa que

Una funcién polinomial es continua en todo punto.

Se concluye que tal funcién es continua en cualquier intervalo. Se dice que las funciones
polinomiales son continuas sobre su dominio si son continuas en cada punto de su do-
minio. Si el dominio de tal funcién es el conjunto de todas los nimeros reales, se puede
decir simplemente que la funcién es continua.
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'® EJEMPLO 2 Continuidad de funciones polinomiales

Las funciones f(x) = 7y g(x) = x> — 9x + 3 son polinomiales. Por lo tanto, son continygg
en su dominio respectivo. Por ejemplo, son continuas en 3.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 13 m

¢Cudndo es discontinua una funcién? Se puede decir que una funcion f definida e
un intervalo abierto que contenga a a es discontinua en a, si

1. fno tiene limite cuandox —»a
0 i
2. cuando x — a, ftiene un limite diferente de f(a)

Si fno esta definida en a, también se dird en ese caso, que f es discontinua en a. En |3
figura 8.27 pueden encontrarse por inspeccién puntos de discontinuidad.

/// f()

. X
a a a

Definida en a
pero no tiene

limite cuando
x—a

Definida en a

y el limite cuando
X—a existe, pero
el limite no es

No esté definida en a,
pero esta definida en
todos los valores
cercanos de a

fx)

1_.

=

{

f(a)
FIGURA 8.27 Discontinuidades en a.

@® EJEMPLO 3 Discontinuidades

a. Sea f(x) = 1/x. (Vea la figura 8.28). Observe que f no esta definida en x = 0, pero
estd definida para cualquier otro valor de x cercana a 0. Asi, f es discontinua en (.
Ademas, lim - f(x) = coylim__- f(x) = —oc. Se dice que una funcion tiene dis=
continuidad infinita en a4, cuando al menos uno de los limites laterales es co 0 —09,
a medida que x — a. De aqui que f tenga una discontinuidad infinita en x = 0.

1 six>0
FIGURA 8.28 Discontinuidad b. Sea f(x) = 0 six=0.
infinita en 0. -1 six< 0

(Vea la figura 8.29). Aunque f estéd definida en x = 0, lim__,, f(x) no existe. Por lo
tanto, f es discontinua en 0.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 29 @80

La propiedad siguiente indica dénde ocurren las discontinuidades de una funcion

fx)
1,six>0
fix) = 0,six=0
—1,six<0
1.
x racional.
— ]

FIGURA 8.29 Funcién definida

por partes discontinua.

Discontinuidades de una funcion racional

Una funcién racional es discontinua en los puntos donde el denominador es 9,
es continua en cualquier otra parte. Asf, una funcién racional es continua sobre $
dominio. 5



is

o

funcion racional /(x) - S es

ntinua sobre su dominio, pero no
4 definida en — 1. Es discontinua
—1. La grafica de fes una linea
a horizontal con un “espacio”
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® EJEMPLO 4 Localizacién de discontinuidades para funciones racionales
Para cada una de las funciones siguientes, encuentre todos los puntos de discontinuidad.
2
x~—3
a f(x) = ——
) x24+2x -8

Solucion: Esta funcidn racional tiene denominador

X+2x—8=(x+4)(x-2)

que es 0 cuando x = —4 0 x = 2. Asi, fsélo es discontinua en —4 y 2.
x +4
b. h(x) = ——
) x2+4

Solucion: Para esta funcidn racional, el denominador nunca es 0. (Siempre es po-
sitivo). De este modo, 4 no tiene discontinuidad.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 o

@® EJEMPLO 5 Localizacién de discontinuidades en funciones
definidas por partes

Para cada una de las funciones siguientes, encuentre todos los puntos de discontinuidad.

x+6 six=3
= f(x)—{ > gizx<3
Solucion: Las partes que definen la funcién estdn dadas por polinomios que son
continuos, entonces el tnico lugar en el que podria haber discontinuidad es en
x = 3, donde ocurre la separacion de las partes. Se sabe que f(3) =3 +6=9.Y
puesto que
rlirgk fx) = Xl_l’,n31+(x +6)=9

lim f(x) = lim x> =9
x—>3" x—>3"

se puede concluir que el lim__, f(x) = 9 = f(3) y la funcién no tiene puntos de
discontinuidad. Se puede obtener la misma conclusién por inspeccion de la grafica
de fen la figura 8.30.

x+2 six>2
b. f(x)—{ xr six<?2
Solucion: Como fno esta definida en x = 2, es discontinua en 2. Sin embargo, ob-
serve que
lim f(x) = lim x> =4 = lim x +2 = lim f(x) .
x—2" x—>2- x—2% X—¥2F
demuestra que lim _, f(x) existe. (Vea la figura 8.31).
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 31 - @@

fx) flx)
ne /
9| SRR \ /f() {x+2,six>2
x six \ X) =
= ? = 2 sl 5
U 2 six<3 FE TS
% L x
3 2
FIGURA 8.30 Funcién definida FIGURA 831 Discontinua en 2.

por partes continua.
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EJEMPLO 6 Funcion del “servicio postal”

La funcién del “servicio postal”

39 si0<x=1

63 sil<x=2

87 si2<x=3
111 si3<x=4
da el costo ¢ (en centavos) de enviar por primera clase un paquete de peso x (OnZas)*, i
para 0 < x =4, en julio de 2006. Es claro en su grafica de la figura 8.32 que f tiene djs.'
continuidades en 1,2 y 3,y que es constante para valores de x que estdn entre discontj.
nuidades sucesivas. Tal funcién se conoce como funcion escalon debido a la apariencig|
de su grafica.

¢c=f(x)=

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 35
Hay otra manera de expresar la continuidad aparte de la dada en la definicién. §

fx)
i ; y
111 g y=rf@x)
87 el
fla+h)r
63 m— COmo x—a,
B entonces h-(
Iy He) / h
,k/ i
| | —> x
I 1 1 ! P a a+th
1 2 3 4 \“
FIGURA 8.32 Funcién del FIGURA 8.33 Diagrama para la continuidad
servicio postal. ena.

se toma el enunciado
lim £(x) = f(a)

y se reemplaza x por a + h, entonces a medida que x — 4, se tiene que & — 0; y cuando
h — 0 se tiene que x — a. Se sigue que lim _ f(x) = lim,_; f(a + h),dado que los limi-
tes existen (figura 8.33). Por lo tanto, el enunciado

Se utiliza con frecuencia este método lim f(a +h) = f(a)
de expresar la continuidad en a en h—0
demostraciones matematicas. también define continuidad en a si se supone que ambos lados existen.

LTECNOLOGiA

- Con base en la gréfica de una funcién se tiene la capacidad
de determinar dénde ocurre una discontinuidad. Sin em-
bargo, existe la posibilidad de equivocacién. Por ejemplo,
la funcién

-
es discontinua en +1, pero la discontinuidad en 1 no re- : -
sulta obvia al observar la gréfica de fen la figura 8.34. Por FIGURA 8.34 La discontinuidad
otra parte, la discontinuidad en —1 es obvia. Observe que enlnoesevidente a Pait“ dela
o e
o

fno estd deﬁ?ia en—1lnienl. gréfica de f(x) =




TABLA 8.3 Programa de demanda
Edolunidad, p Cantidad/semana, g

E $2o
B
B
E

3

B
E

= N R W

Problemas 8.3

0
S
15
20
45
95
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P P

20¢- 207
15 13

10 -+ 10~

S e Sir
o 25

| 1 I = q I I 1 l q
25 50 75 100 25 35 50 75 100

(a) (b)

FIGURA 8.35 Visualizacién de datos por medio de una funcién continua.

A menudo es util describir una situacién por medio de una funcién continua. Por
ejemplo, el programa de demanda de la tabla 8.3, indica el nimero de unidades de
un producto que se demandard por semana a diversos precios. Esta informacioén pue-
de proporcionarse de manera gréfica, como en la figura 8.35(a), si se traza cada par
cantidad-precio como un punto. Es claro que esta grafica no representa una funcién
continua. Ademads, no proporciona informacién del precio al cual, digamos, 35 unidades
seran demandadas. Sin embargo, si se conectan los puntos de la figura 8.35(a) por medio
de una curva suave [vea la figura 8.35(b)], se obtiene lo que se conoce como una curva
de demanda. De ella podria estimarse que a un precio de $2.50 aproximadamente por
unidad, se demandarian 35 unidades.

Con frecuencia es posible y 1til describir una gréafica por medio de una ecuacién
que define una funcion continua f; como en la figura 8.35(b). Tal funcién no sélo propor-
ciona una ecuacién de demanda, p = f(q), para anticipar los precios correspondientes
a las cantidades demandadas, también permite efectuar un andlisis matemético conve-
niente de las propiedades bdsicas de la demanda. Por supuesto que se debe tener cuida-
do al trabajar con ecuaciones como p = f(gq). Matematicamente, f puede estar definida
cuando ¢ = /37, pero desde un punto de vista practico, una demanda de v/37 unidades,
podria no tener significado para esta situacién particular. Por ejemplo, si una unidad es
un huevo, entonces una demanda de v/37 huevos, no tiene sentido.

Se destaca que las funciones exponenciales y logaritmicas son continuas sobre sus
dominios. Asi, las funciones exponenciales no tienen discontinuidades, mientras que
una funcién logaritmica tiene s6lo una discontinuidad en 0 (que es una discontinuidad
infinita).

En los problemas 1 a 6, utilice la definicion de continuidad para sl 50
mostrar que la funcion dada es continua en el punto indicado. 12. f(x) = )E) . " 30, =1
x—-3 six =
g ()= —Snx=2 & JE)= 5 px =3 En los problemas 13 a 16, dé una razén de por qué la funcion es
;}"3. gx)=v2-3x;x=0— -2 continua sobre su dominio. g
—~4 “13. f(x) =2x* -3 i fl=se T
v 5
8. h(x) = 4x—4 = e x = -1 »
{En los problemas 7 a 12 determine si la funcién es continua en los 15. f(x) = = 16. f(x) = x(1 —x)
P“mos dados. Encuentre todos los puntos de discontinuidad en los problemas
+4 9
l_)v f(X) -~ — -2, 0 _X 4x+4;2’_2 17 a 34.
-3 3 . 17 f(x) =3a% =3~ 18. h(x) =x —2
8(x) = ' = a2 2 3 2 _
2 e x*+3x—4
-9 x2+4 19. fe)=——7 W, =g
11. x+2 six =2 02 33 4
A W T R 2 gty =L R : 22. f(x)=-
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2 4 6x + £—3 36. La funciéon mayor entero, (x) = | x], esta definida como g|
x“+6x+9 Y 1
2. f(x)= F5—— 2. g(x) = F— 4s grand igual a x, dond

2 +2% =15 x2+x entero més grande que es menor o igual a x, donde x es cug].

- 2% —3 quier nimero real. Por ejemplo, 3] =3, [1.999] =1, L%J =0
25, Hx) = —=— = 26. f(x) = - yl—4.5] = —5. Haga el bosquejo de la grafica de esta funcigy

. . - para —3.5 = x = 3.5. Utilice su bosquejo para determinar Jog

» . : S o

27. p(x) = - 1 28. f(x) = —— ] valores de x en los cuales ocurren discontinuidades.

& 4 37. Inventario Haga el bosquejo de la grafica de

. 1 six=0 2x+1 six=—1
29. f(x)={_1 sir<o 0 f(x):{ { B i -100x +600 si0=x<S5
y= f(x) =< —100x + 1100 si5=x< 10
—100x +1600 sil0=x< 15

3L f(x)={ 0 six=1 ‘32. f(x):{;c_—zi six > 2

x=1 sixz1

six < 2 5.5 . . L. .
Una funcién como la anterior podria describir el inventarig

241 six>2 16 . y de una compaiiia en el instante x; ¢, f es continua en 2?, ;es
3. fx) = { ; 3. f(x)= { g sl continua en 5?, ;es continua en 10?
8x six<?2 x &
3x -2 six<2 38. Grafique g(x) = ¢ /*". Debido a que g no estd definidaen -
*35. Tarifas telefonicas Suponga que la tarifa telefénica de larga x = 0, pero si para todos los valores cercanos a 0, g es discontj.
dista{lcia para una llamada desde Hazleton, Pennsylvania, a nua en 0. Con base en la grafica de g, es
Los Angeles, California, es de $0.10 por el primer minuto y de gl .
$0.06 por cada minuto o fraccién adicional. Si y = f() es una f(x) = {e SLx 70
funcién que indica el cargo total y por una llamada de ¢ mi- 0 six=0
nutos de duracién, haga el bosquejo de la gréfica de f para continua en 0?
0 < r = 41, Utilice esta grafica para determinar los valores de
t en los cuales ocurren discontinuidades, donde 0 <t = 4%.
OBJETIVO 8.4 Continuidad aplicada a desigualdades

Desarrollar técnicas para resolver desigualdades
no lineales.

=

y=8(x)

P .
s
/ N (2, 0) /
- -

/ (r,0) (r3.0)

FIGURA 8.36 r,,r,y ryson raices de g.

fx)
f

] flx) =x*+3x — 4

*,
\
v

L_25
4

FIGURA 8.37 —4y 1 son raices
de f.

flx) > 0&0’ 0) N
flx) < 0\ -4

FIGURA 8.38 Cambio de signo
para una funcién continua.

500
En la seccién 1.2 se resolvieron desigualdades lineales. Ahora se verd como puede apli-
carse la nocion de continuidad para resolver una desigualdad no lineal, como x? + 3x -
4 < 0. Esta habilidad sera importante en el estudio del célculo.

Recuerde (tal y como se menciond en la seccidn 3.5) que las intersecciones x de la
grafica de una funcion g (esto es, los puntos donde la gréfica corta al eje x) tienen coor-
denadas x que son las raices de la ecuacion g(x) = 0. De manera inversa, cualquier raiz
de g da lugar a una interseccion x de la gréfica de la funcién. Por lo tanto, a partir de la
gréfica de y = g(x) en la figura 8.36, se concluye que r, r, y r, son raices de g y cualquier
otra raiz de g dard lugar a intersecciones en x (mds alla de lo que realmente se muestra
en la gréfica). Suponga que efectivamente se muestran todas las raices de g,y por ende
todas las intersecciones x. Note ademads en la figura 8.36 que las tres raices determinan
cuatro intervalos abiertos sobre el eje x:

(=o0,1)) (r, ry)  (r, ry)  (r;,00)
Para resolver x2 + 3x — 4 > 0, se hace
f)=x*+3x-4=(x+4)(x-1)
Debido a que fes una funcién polinomial, es continua. Las raices de fson —4 y 1;de aqui

que la grafica de f tiene intersecciones con el eje x, (—4,0) y (1,0). (Vea la figura 8.37).
Las raices determinan tres intervalos sobre el eje x:
(o0, —4) (—4,1) (1,00)

Considere el intervalo (—oo, —4). Como f es continua en este intervalo, se afirm
que f(x) > 0,0 bien, f(x) < 0 en todo el intervalo. Si no fuera éste el caso, entonces f(¥)
realmente cambiaria de signo en el intervalo. Debido a la continuidad de f, habria un
punto donde la grafica intersecaria al eje x, por ejemplo, en (x,, 0). (Vea la figura 8.38)
Pero, entonces x, seria una raiz de f Sin embargo, esto no puede ser porque no hay
raices de f menores que —4. De aqui que f(x) debe ser estrictamente positiva o estri¢
tamente negativa en (—oo, —4). Se puede enunciar un argumento similar para cada un?
de los otros intervalos. )

Para determinar el signo de f(x) en cualquiera de los tres intervalos, es suficientt
con determinarlo en cualquier punto del intervalo. Por ejemplo, —5 estd en (—oo, —4) ¥

f(=5)=6>0 Entonces f(x) > 0 en (—oc, —4)



=2

FIGURA 8.40 Raices de
x-3x — 10.
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flv) =0 flx) <0 flx) >0

Vi Vi
N N
—4 1

FIGURA 8.39 Diagrama de signos para x> + 3x — 4.

De manera similar, 0 estd en (—4,1) y

f(0)=-4<0 Entonces f(x) < 0Oen (—4,1)
Por tltimo, 3 estd en (1,00) y
f3)=14>0 Entonces f(x) > 0 en (1,00)

(Vea el “diagrama de signos” en la figura 8.39). Por lo tanto,
xX*+3x—4>0en (—oo,—4)y (1,00)
de modo que se ha resuelto la desigualdad. Estos resultados son obvios a partir de la

grafica de la figura 8.37. La grafica esta por arriba del eje x (esto es, f(x) > 0) en (—oo,
—4)yen (1,00).

® EJEMPLO 1 Resoluciéon de una desigualdad cuadratica
Resuelva x> — 3x — 10 > 0.

Solucién: Si f(x) = x> — 3x — 10, entonces f es una funcién polinomial (cuadritica) y,
por lo tanto, continua en todas partes. Para encontrar las raices reales de f, se tiene
xX*=3x—-10=0
(x+2)x—=5=0
x=-25
Las raices —2 y 5 se muestran en la figura 8.40. Estas raices determinan tres inter-

valos:
(=o00,=2) (=2,5) (5,00)

Para determinar el signo de f(x) en (—oo, —2), se selecciona un punto en ese intervalo,
digamos —3. El signo de f(x) en todo (—oo, —2) es el mismo que el de f(—3). Debido a
que
fx)=(x+2)(x—5) [forma factorizada de f(x)]
se tiene
f(=3)=(=3+2)(-3-5)

y, por lo tanto,
signo(f(—3)) = signo(—=3 + 2)(—=3 — 5) = signo(—3 + 2)signo(—=3-5) = (—)(—) = +

Se encontré el signo de f(—3) al usar los signos de los factores de f(x) evaluados en —3.
Asi, f(x) > 0 en (—oo, —2). Para probar los otros dos intervalos, se seleccionan los pun-
tos Oy 6. Se encuentra que

signo(f(0)) = signo(0 + 2)signo(0 — 5) = (+)(—) = —
de modo que f(x) <Oen (-2,5)y
signo(f(6)) = signo(6 + 2)(6 — 5) = (+)(+) = +

asi que f(x) > 0 en (5, 00). En el diagrama de signos de la figura 8.41 se encuentra un
resumen de estos resultados. Por lo tanto, x> — 3x — 10 > 0 en (—o0, —2) U (5, c0).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 P

S 3
S S

FIGURA 8.41 Diagrama de signos para (x + 2)(x — 5).
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PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

RESOLUCION DE UNA DESIGUALDAD
POLINOMIAL

Para formar una caja abierta se cor-
ta una pieza cuadrada de cada es-
quina de una pieza de metal de 8
por 10 pulgadas. Si cada lado de los
cuadrados que se han cortado es de
x pulgadas de largo, el volumen de la
caja esta dado por V(x) = x(8 — 2x)
(10 - 2x). Este problema sélo tiene
sentido cuando el volumen es posi-
tivo. Determine los valores de x para
los que el volumen es positivo.

Capitulo 8 Limites y continuidad

® EJEMPLO 2 Resolucion de una desigualdad polinomial
Resuelva x(x — 1)(x + 4) =0.

Solucion: Sif(x) = x(x — 1)(x + 4), entonces fes una funcién polinomial y es continy,
en todas partes. Las raices de fson 0,1y —4, que pueden verse en la figura 8.42. Estag
raices determinan cuatro intervalos:

(—oo,—4) (—=4,0) (0,1) (1,00)
Ahora, en un punto de prueba en cada intervalo se determina el signo de f(x):
signo(f(=5)) = (=)(=)(—) = —
signo(f(—2)) = (=)(=)(+) =+

signo (£ (5 ) ) = (D) = -
signol(/(2)) = (+)(+)(+) = +

En la figura 8.43 se muestra un diagrama de signos para f(x). Por lo tanto, x(x - 1)
(x +4)=0en(—oc0,—4]yen[0,1]. Observe que —4,0y 1 estan incluidos en la solucién
porque satisfacen la igualdad (=) que es parte de la desigualdad (=).

asi que f(x) < 0 en (—oo, —4)

asi que f(x) > 0en (—4,0)
asi que f(x) <0en (0,1)

asi que f(x) > 0en (1,00)

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 11 ”

-4

FIGURA 8.42 Raices de x(x — 1)(x + 4).

0 1 5

FIGURA 8.44 Raicesy
puntos de discontinuidad para
(x - 1)(x—5)

X

0 1 -

FIGURA 8.43 Diagrama de signos para x(x — 1)(x + 4).

® EJEMPLO 3 Resolucion de una desigualdad con funcioén racional

x2—6x +35 il
¥-6x+3 G-1z—5)
X a X
resuelve la desigualdad al considerar los intervalos determinados por las raices de fy
los puntos donde f es discontinua, puntos alrededor de los cuales el signo de f(x) puede
cambiar. Aqui las raices son 1 y 5. La funcién es discontinua en 0 y continua en los de-
mds puntos. En la figura 8.44 se ha colocado un circulo vacio en 0 para indicar que fno

estd definida alli. Entonces, considere los intervalos

(-00,0) (0,1) (1,5) (5,0)

Al determinar el signo de f(x) en un punto de prueba en cada intervalo, se encuen-
tra que:

Resuelva

Solucion: Sea f(x) = . Para una funcién racional f, se

signo (f(—1)) = —== =~

el (1) - 57

asi que f(x) <0en (—o0,0)

asi que f(x) >0en (0,1)

signo (f(2)) = (ti()_) =— asi que f(x) < 0en (1,5)
signo (f(6)) = %;—) =4 asi que f(x) > 0 en (5,00)

En la figura 8.45 se muestra el diagrama de signos. Por lo tanto, f(x) = 0 en (0,1] ye?
[5,00). (;Por qué se incluyen 1y 5, pero 0 se excluye?) En la figura 8.46 se muestra 12
grafica de f. Observe que la solucién de f(x) = 0 consiste en todos los valores de x paré
los cuales la grafica esta en o por encima del eje x.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 17 ‘
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FIGURA 8.45 Diagrama de signos para u—)
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f)
S .
s 10
=x2—6x+5 |4 ——
fy=xr—0x+> i
f(x) () —
-—10

) x2—6x+5
FIGURA 8.46 Grificade f(x) = ————.

® EJEMPLO 4 Solucién de desigualdades no lineales

a. Resuelvax®>+ 1> 0.

Solucién: La ecuacién x? + 1 = 0 no tiene raices reales. Por lo tanto, f(x) = x> + 1
no tiene una raiz real. También, f es continua. Entonces, f(x) siempre es positiva o
siempre es negativa. Pero x? siempre es positiva o cero,de modo que x? + 1 siempre
es positiva. Por lo tanto, la solucién de x> + 1 > 0 es (—o0, 00).

b. Resuelva x>+ 1 <.

Solucién: Del inciso (a), x> + 1 siempre es positiva, de modo que x> + 1 < 0 no

tiene solucion.

Pfoblemas 8.4

Enlos problemas 1 a 26 resuelva las desigualdades por medio de la
técnica estudiada en esta seccion.

x2-3x—4>0 2. x2—8x+15> 0
32x2-3x-10=0 4,14 —5x —x2 =0
5. 22 +11x+14< 0 6. x> —4<0
A‘7.x2+4<0 8 2x2-x-2=0
9. x+2)(x —3)(x +6)=0 10. (x +5)(x +2)(x —=7) =0
ML —x(x —=5)(x +4)> 0 12. (x +2)2>0
Bx3+4x =0 14. (x +2)2(x2-1)< 0
15 x3 +8x2 +15x <0 16. x> +6x2+9x< 0
2 o
V<0 18. "‘r1<0
>L>0 20 —3—>0
x—-1" ‘" x2-5x+6
2 2 .
xzx6_ 22’x+4x 5S
X4 +4x -5 x2+3x+2
2x +1
mso 24. = =0
B.xltw=2 - 26. x* -16=0

’v Ingresos  Suponga que los consumidores compran g unidades
» de un producto cuando el precio de cada uno es de 28 - 0.2g

dblares. ; Cuantas unidades deben venderse para que el ingreso
3 Seaal menos de $750?

B. Administracion forestal Una compania maderera posee un
< bosque de forma rectangular, de 1 X 2 millas. La compaiiia
Quiere cortar una franja uniforme con rboles a lo largo de los
lados externos del bosque. ;Qué tan ancha debe ser la franja si
"8 quiere conservar al menos 1% mi’ de bosque?

2,: o .
- Disefio de contenedor Un fabricante de contenedores desea
Cer una caja sin tapa, para lo cual corta un cuadrado de

[z

]33 6x2-x-2>0

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 7 ' @@

cuatro pulgadas en cada esquina de una hoja cuadrada de
aluminio y dobla después hacia arriba los lados. La caja debe
contener al menos 324 pulg®. Encuentre las dimensiones de la
hoja de aluminio mds pequefia que pueda utilizarse.

30. Participacion en talleres Imperial Education Services (IES)
ofrece un curso de procesamiento de datos al personal clave
de la compaiiia Zeta. El precio por persona es de $50 y la
compailia Zeta garantiza que al menos habrd 50 asistentes.
Suponga que el IES ofrece reducir el costo para todos en $0.50
por cada persona que asista después de las primeras 50. ;Cual
es el limite del tamano del grupo que el IES aceptard, de modo
que el ingreso total nunca sea menor que lo recibido por 50
personas?

31. Grafique f(x) = x3 + 7x? — 5x + 4. Utilice la grafica para

determinar la solucién de
¥+ -5x+4=0

. 3%* — 0.5z +2
32. Grafique f(x) = % Utilice la gréfica para deter-
minar la solucién de
3x2 —0.5x +2
- — >0
6.2 —4.1x

Una manera novedosa de resolver una desigualdad no lineal como
f(x) > 0 es por inspeccion de la grifica de g(x) = f(x)/|f(x)|, cuyo
rango consiste séloen 1y —1:
fx) 1 sif(x)>0

8= TF] T -1 sif(x) <0
La solucion de f(x) > 0 consiste en todos los intervalos para los
cuales g(x) = 1. Resuelva las desigualdades de los problemas 33 y 34
con esta técnica.

Ax—1
34. m %10
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8.5 Repaso

Términos y simbolos importantes

%

Seccion 8.1 Limites
lim _ f(x) = Ej.8 P!:s
Seccion 8.2 Limites (continuaciéon) b
lim_ - f(x)=L lim_ . f(x) =L lim_, f(x) = oo EJ 1 P‘ﬂ!
lim__ f(x)=L lim___ f(x)= Ej.3 9‘291
Seccion 8.3 Continuidad ]
continua en a discontinua en a Ej.3 P-29l
continua sobre un intervalo continua sobre su dominio Ej.4 P !”
Seccién 8.4 Continuidad aplicada a desigualdades b |
diagrama de signos Ej. 1,p'i3.3
g
Resumen 1
’i\

La nocién de limite es el fundamento del calculo. Decir que el
lim _ f(x) = L,significa que los valores de f(x) pueden acercarse
mucho al nimero L cuando se selecciona x lo suficientemente
cerca pero diferente de a. Silim_, f(x) y lim_, g(x) existen,y ¢
es una constante, entonces:

1L limy_,c=c

2. Hm, i, x" =a"

3. lim,,q[ f(x) = g(x)] = lim,5, f(x) = limes, g(x)
4. limy o[ f(x) - g(x)] = limys, f(x) - limye e g(x)
5. limyafcf(x)] =c- th—M fx)

6

1@ Im . )
gy 1w, o) si hmx_m g(x) 75 0

% im0 = lim, s, f(x

8. Si f es una funci6n polinomial, entonces

limy, f(x) = f(a)

La propiedad 8 significa que el limite de una funcién polinomial
cuando x — a, puede encontrarse con sélo evaluar el polinomio
en a. Sin embargo, con otras funciones f, la evaluacién en a puede
conducir a la forma indeterminada 0/0. En tales casos, operaciones
algebraicas como factorizacién y cancelacién pueden producir una
funcién g que concuerde con f, para ¥ # a, y para la cual el limite
pueda determinarse.

Si f(x) se aproxima a L conforme x tiende a a por la derecha,
entonces se escribe lim _, . f(x) = L. Si f(x) se aproxima a L cuando
x tiende a a por la izquierda, entonces se escribe lim _, _ f(x) = L
Estos limites se llaman limites unilaterales.

El simbolo de infinito co, que no representa un nimero, se utili-
za para describir limites. El enunciado

lim fx)=1L

significa que cuando x crece indefinidamente, los valores de f(x) se
aproximan al nimero L. Una proposicién similar se aplica cuando
X — —o0, lo cual significa que x disminuye indefinidamente. En ge-
neral, si p > 0, entonces

. limy s,

hmi—O y lim i———0

x—00 XP x—>—o00 XP

Si f(x) aumenta indefinidamente cuando x — a, entonces se escribe
lim _, f(x) = co. De manera similar, si f(x) disminuye indefinida-

mente, se tiene lim _, f(x) = —oo. Decir que el limite de una funé‘.
es oo (0 —oo) no 51gn1flca que el limite exista; es una manera de &q,
que el limite no existe y decir por qué no hay limite. B

Existe una regla para evaluar el limite de una funcién r; 161..
nal (cociente de dos polinomios) cuando x — co0 0 —oo. Si f(x)es
una funcién racional, y a,x" y b, x" son términos en el numerador y
denominador respectlvamente con las potencias mas grandes df
entonces

g o
i /)~ tim 25

y
apx!
xﬁal;n F) = = ,_m bpx™

4
En particular, cuando x — 0o 0 —oo, el limite de un polinomio €s ¢l
mismo que el limite del término con la potencia mas grande de
Esto significa que para un polinomio no constante, el limite cuande
X — 000 —00, €S 00, 0 bien, —cc.

Una funcién fes continua en a si y sélo si

1. f(a) existe
2. lim _ f(x) existe

3. lim_, f(x) = f(a)

De manera geométrica, esto significa que la grafica de fno preselltl
pausa cuando x = a. Si una funcién no es continua en a, entoncegsc
dice que la funcién es discontinua en a. Las funciones pohnoml&lcs
y las funciones racionales son continuas sobre sus dominios. POi lo
tanto, las funciones polinomiales no tienen discontinuidades ¥, las
funciones racionales son discontinuas sélo en los puntos dond
denominador es cero.

Para resolver la desigualdad f(x) > 0 (o f(x) < 0), prlmeré“
encuentran las raices reales de fy los valores de x para los cuale
es discontinua. Estos valores determinan intervalos, y en cada mtcf
valo f(x) siempre es positiva o siempre negativa. Para encontrdf ¢
signo en cualquiera de estos intervalos, basta con determinar el sig
no de f(x) en cualquier punto del intervalo. Después que los sign®s
se determinan para todos los intervalos, es fécil dar la soluc163

fx)>0(of(x) <0).
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sugiere utilizar los problemas cuyo niimero se muestra en color
Se,d, como examen de prdctica del capitulo.
azi

Enlos problemas 1 a 28, encuentre los limites, si existen. Si el limite
o existe, establézcalo asi o utilice el simbolo oo 0 —oo donde sea
noé

aprop iado.

2x2 =3x +1
; 2 -1 2. lim ————
1. im (267 6% ) b 2P 32
= 2x +3
i ?-9 4. lim =
3.}_’3x2_3x x——4 x4 —4
i 2
. . x-—4
5. lfm(x +1) & i
& P +dax & iin x2+x-2
7"}1_1,194x2 +2x —8 ‘xo1x24+4x -5
Cox2+1
," ;lggo X = 1 10. xlggo 2x2 8
g 2x+5 . 1
- — 12. lim —
11. jglggo Tx —4 x——o0 x4
g 26-3 .. XD
1 Hlﬁx; t—3 1 xl}I—noo ;
§y  x+3 16. lim /64
15-‘1‘1)@00 1—x xl—I;r}t
2 2 =
w xe=1 x°+x—2
- 18. lim ———
ngim a2y 3l z=1
; x+3 i 2%
14 xlfgl> ¥ -9 2, i1—>mz x—2
21, lim V3x 22. lim /y -5
L x—00 y—5*
x100 4+ (1/x3) ex? — x4
g SR 3/ 24. lim ——
. | R— sarso, BL¥ — B

X2 si0=sx<1
x six>1

23k lim f(2)si f(x) = {

. . [x+5 six<3
“';F.‘f’sf(")s‘f(x)_{ 6 six=3

27 liral :—19 (Una pista: Para x > 4,
Lox—4* - %

VxZ =16 = /x — 4/x +4.)

B lim x2=3x-10
e N
i x =5
x> 5, =+/x—5.
vx—35 )

29, Sif(x) = 8x -2, encuentre 'lirr%) f(x—-i-hhm

30, Sif(x) =2x2-3, encuentre/}}irré _f_(x_w
31

(Una pista: Parax > 5,

.

(ntimero de huéspedes por unidad de drea) es x, entonces €l
nimero de pardsitos a lo largo de un periodo es

1
=23(1-
4 ( 1+2x>

Sila densidad de huésped aumentara indefinidamente, ;a qué
valor se aproximarfa y?

2 Relacion presa-depredador Para una relacién particular de

Presa-depredador, se determiné que el nimero y de presas

Relacién huésped-parisito Para una relacion particular hués-
ped-parésito, se determiné que cuando la densidad de huésped

consumidas por un depredador a lo largo de un periodo fue
una funcién de la densidad de presas x (el nimero de presas
por unidad de drea). Suponga que

10x

y=f® =101

Si la densidad de presas aumentara indefinidamente, ;a qué
valor se aproximaria y?

33. Mediante la definicion de continuidad, demuestre que la fun-
cién f(x) = x* + 5 es continua en x = 7.

34. Mediante la definicién de continuidad, demuestre que la fun-

X =5
cion f(x) = ———escontinuaen x = 5.
f@x) x2+2

35. Establezca si f(x) = x?/5 es continua en cada nimero real. Dé
una razOn para su respuesta.

36. Establezca si f(x) = x> — 2 es continua en todas partes. Dé una
razén para su respuesta.

En los problemas 37 a 44, encuentre los puntos de discontinuidad
(si los hay) para cada funcion.

W f = B f() =
- = == 3
39, f(x) = 2;_:3 40. f(x) = (2-3x)
—x? 2x +6
a1 f(x) = x424+ e — 2. f@) =3

] x+4 six> 2
. f(")‘{3x+6 six < -2

_ e stxe 1
“ f(x)—{ 1 six=1
Resuelva las desigualdades dadas en los problemas 45 a 52.
45. X +4x-12> 0 46. 3x> —3x —6=0
47. x> =7x* 48. X3 +8x*+15x =0
T - +
i 272 2 g9, ZEHIELE L,
x2 -1 3
g T 2. 229 -
‘X2 +2x -8 T AR —-16
- 3 +3x2—19x +18
£/53. Grafique f(x) = xx3 _x2x2 = ;_ > . Utilice la grafica para
estimar lim _, f(x).
VX +3—2
. Grafique f(x) = %— De la gréfica, estime lim _; f(x)

. Grafique f(x) = x In x. Con base en la gréfica, estime el limite
unilateral lim . f(x).
==
(e* +1)(e* —e¥)
estimar lim _; f(x).

. Grafique f(x) = . Utilice la grafica para

£{57. Grafique f(x) = x> — x2 + x — 6. Utilice la grafica para deter-
minar la solucién de

B=x+x=5620
5.
12/58. Grafique f(x) = % Utilice la grafica para determinar la
x

solucién de
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Aplicacion practica

Deuda nacional

| tamano de la deuda nacional

de Estados Unidos es de gran

interés para muchas personas,
y con frecuencia constituye un tema
de qué hablar en las noticias. La mag-
nitud de la deuda afecta la confianza
en la economia de Estados Unidos
tanto de inversionistas nacionales
como de extranjeros, de corporativos
oficiales y de lideres politicos. Hay
quienes creen que para reducir su
deuda el gobierno deberia disminuir
los gastos, lo cual afectaria los progra-
mas de gobierno, o bien aumentar sus
ingresos, posiblemente a través de un
aumento en los impuestos.

Suponga que es posible reducir
la deuda continuamente a una tasa
anual fija. Esto es similar al concepto
de interés compuesto continuamente,
como se estudi6 antes en el capitulo 5, salvo que en lugar de
agregar interés a una cantidad a cada instante, le restaria a ,
la deuda a cada instante. A continuacion se estudiard como ] rN —k/r
podria modelarse esta situacion. Dy [k“l?o (1 5 E) }

Suponga que la deuda D se reduce a una tasa anual r
en el instante t = 0. Ademads, suponga que hay k periodos de
igual longitud en un afio. Al final del primer periodo, la deuda

que puede reescribirse como

Si se establece que x = —r/k, entonces la condicién k
implica que x — 0. De aqui que el limite dentro de los cor'cl
tes tenga la forma lim _, (1 + x)'/*, que es la e que se est

original se reduce en D, (;_c) de modo que la deuda nueva es di6 en la seccién 8.1. Por lo tanto, la deuda D, en el inst :
r s i
Do=Do(7) =D (1-%) . 1
Al final del segundo periodo, esta deuda se reduce en 3
Dy (1 - i) i, de modo que la deuda nueva es i 3
z %' % 8000 1
Do(t-7) -2 (1-7) % g
he}
- L r ") 2 D = 8432¢™"
=& (1 E) (1 E) 3 6000 - ¢
P2 § AW\
=Dy (1 — ~> o NN\ 7= 0.06
k F 4000\ ;
El patrén continda. Al final del tercer periodo la deuda es 3 NN
733 . . 8 NN\ =008
Dy (1 = E) ,y asi sucesivamente. Al término de ¢ afios, el nu- = 2000 - % ,<
5 ryko - NN N
mero de periodos es kt y la deuda es Dy ( 1— —) .Sila deuda. iR " . \\,\ i
k r=0.12 M e
se redujera a cada instante, entonces k — oco. Asi, se desea “\\\:
encontrar 1‘0 210 30 ! .
Afios ]

) o\ Kt i
,}B’; Do (1 B z> FIGURA 8.47 La deuda del presupuesto se :
reduce de manera continua.




= ( se reduce continuamente a una tasa anual r, y ¢ anos
espués la deuda esta dada por
L D =Dge™"
. Por ejemplo, suponga una deuda para Estados Unidos de
8432 miles de millones (redondeado al millar de millones mas
ercano) en julio de 2006 y una tasa de reduccién continua
/6% anual. Entonces la deuda dentro de ¢ afios contados a
artir de ahora, estd dada por

D = 8432¢~006

f
i
'de D esta en miles de millones de dolares. Esto signifi-
a que dentro de 10 afios, la deuda serd 8432¢% =~ $4628

x5

A

miles de millones. En la figura 8.47 se muestra la grafica de
D = 8432¢ " para varias tasas . Entre mayor sea el valor de r,
mas rapida es la reduccion de la deuda. Observe que para r =
0.06,1a deuda al final de 30 afios atin es considerable (aproxi-
madamente $1394 miles de millones).

Es importante observar que los elementos radiactivos
que decaen, también siguen el modelo de la reduccion conti-
nua de ladeuda D = D e™".

Para investigar sobre la situacion actual de la deuda na-
cional de Estados Unidos, visite uno de los seguidores de la
deuda nacional en Internet. Teclee “national debt clock” en
un buscador.

Problemas

En los problemas siguientes, suponga una deuda nacional ac-
tual de $8432 miles de millones.

1. Sila deuda se redujera a $8000 miles de millones dentro
de un afio, ;qué tasa anual de reduccién continua de la
deuda estaria implicada? Dé su respuesta al porcentaje
mads cercano.

2. Para una reduccion continua de deuda a una tasa anual
de 6%, determine el nimero de afios, contados a partir de
ahora, para que la deuda se reduzca a la mitad. Dé su
respuesta al aflo més cercano.

3. ;Qué supuestos fundamentan un modelo de reduccién
de deuda que utiliza una funcién exponencial? ;Cuales
son las limitaciones de este enfoque?




