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IIIIIII 

Las ideas basicas de la tearia de conjuntos 

fueron desarrolladas par el matematico 
aleman Georg Cantor (1845·1918) en el ano 

1875 aproximadamente. Cantor creo un nuevo 
campo teorico y, al mismo tiempo, conti nuo el 

largo debate sobre el infinito, que inicio en 
tiempos antiguos. Desarrollo el conteo de 

correspondencia uno a uno para determinar 

cuantos objetos estan contenidos en un 
conjunto. Los conjuntos infinitos se 

diferencian de los conjuntos finitos porque no 
siguen la conocida ley de que un entero es 

mayor que cualqu iera de sus partes. 

Antes del siglo xx, algunas ideas de la teoria de conjunlos se consideraban paradojas 
(opiniones equivocadas). La paradoja de Zenon , como la describi6 Catherine y que se 
presenta en los ejercicios 51 y 52 de la Extension, ha estado presente de varias formas por 
miles de afios. 

2.1 SiMBOLOSYTERMINOLOGiA 

Definiciones de conjuntos • Conjuntos de numeros y cardinalidad • Conjuntos finitos e infinitos 

• Igualdad de conjuntos 

Definiciones de conjuntos 
Un conjunto es una colecci6n de objetos. Los objetos que pertenecen al conjunto se lIa­
man elementos, 0 miembros, del conjunto. Los conjuntos se definen usando cualquiera 
de los tres metodos siguientes: 1. descripcion con palabras, 2. metodo de listado, y 3. nola­
cion de comprension. 

EI conjunto de numeros naturales pares men ores que 10 

{2,4,6,8} 

{xix es un numero natural par menor que 1O} 

Descripcion con palabras 

Metodo de listado 

Notaci6n de comprension 

La notaci6n de comprensi6n de arriba se lee como "el conjunto de todas las x donde x es 
un numero natural par menor que 10". La notaci6n de comprensi6n utiliza la idea alge­
braica de variable. (Se podrfa utilizar cualquier simbolo, pero, al igual que en otras apli­
caciones algebraicas, la letra x es una selecci6n comun) . 

Variable que repre5enta 
un elemento en general 

t 
{xix es un numero natural par menor que 10} 

t 
Criterio por el cual un elemento 

5e con5idera como miembro del conjunto 

A los conjuntos normalmente se les asigna un nombre (usualmente con letras 
mayusculas) , como E para el conjunto de todas las letras del abecedario ingles. 

E = {a, b, c, d, e, f, g, h, i,j, k, I, m, n, 0, p, q , r, s, t, u, v, w, x, y, z} 

La notaci6n de listado con frecuencia se abrevia estableciendo el patr6n de elementos 
inc1uidos y utilizando puntos suspensivos para indicar la continuaci6n del patr6n. 

E= {a, b, c, d, oo. , x, y, z} 0 E= {a,b, c,d, e,oo., z}. 

Un conjunto que no contiene elementos se llama conjunto vacio , 0 conjunto nulo. El 
sfmbolo ~ se usa para denotar un conjunto vacio, de modo que 0 y {} tienen el mismo 
significado. No identificamos el conjunto vacfo como {0} porque esta notaci6n represen­
tarfa a un conjunto con un elemento (ese elemento es el conjunto vacio). 

II EIM'A!-'- Lista de los elementos de conjuntos 

Proporcione una lista completa de los elementos de cad a conjunto. 

a) EI conjunto de numeros naturales entre 6 y 13 

b) {5, 6, 7,00' , 13} 

c) {xix es un numero cardinal entre 6 y 7} 

SOLUCI6N 

a) EI conjunto se denota como {7, 8, 9, 10, 11, 12} . (Observe que la palabra entre exc1uye 
los valores de los extremos). 
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b) Este conjunto inicia con el elemento 5, luego 6, luego 7, e tcetera; cada elemento se 
obtiene sumando 1 al elemento anterior de la lista . Este patr6n se deti ene en 13, de 
manera que la lista completa es {5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 , 12, 13}. 

c) No hay numeros naturales entre 6 y 7, de modo que este es un conjunto vado {} 00 . 
• 11 

Para que un conjunto sea util , debe estar bien definido. Por ejemplo, el conjunto 
anterior E, que incluye las letras del abecedario ingles, esta bien definido. Si considera­
mos la letra q, sabemos que q es un elemento de E. Si consideramos la letra griega e 
(theta) , sabemos que no es un elemento del conjunto E. 

Por otro lado, si consideramos el conjunto C de todos los buenos cantantes, y a una 
cantante en particular, Raeanna, no es posible decir si 

Raeanna es un elemento de C 0 Raeanna no es un elemento de C. 

El problema es la palabra "buenos"; i,que significa exactamente bueno? Como no pode­
mos determinar si un cantante determinado pertenece al conjunto C, el conjunto C no 
esta bien definido. 

La letra q es un elemento del conjunto E, don de E es el conjunto de todas las letras 
del abecedario ingles. Para indicar esto, se usa el sfmbolo E. 

q E E Esto se lee como" q pertenece al conjunto e'. 

La letra e no es un elemento del conjunto E. Para indicar esto, se usa E con una marca 
diagonaL 

e tEE Esto se lee como" uno pertenece al conjunto E". 

II&I'M'PS-'- Uso del sfmbolo E 

Determine si cad a enunciado es verdadero 0 falso. 

a) 3 E {1 , 2, 5,9, 13} b) 0 E {O, 1,2,3} 1 {l 1 I} 
c) 5 i;l 3' 4' "6 

SOlUCION 

a) Como 3 no es un elemento del conjunto {1 , 2, 5, 9, 13} , el enunciado es fa lso. 

b) Como 0 es c1aramente un elemento del conjunto {O, 1,2, 3} , el enunciado es verdadero. 

c) Este enunciado dice que ~ no es un elemento del conjunto U, ~, t}, 10 cual es verdadero . 
• 11 

Conjuntos de numeros y cardinal idad 
A continuaci6n se resumen categorfas importantes de numeros. 

Co~juntos de numeros 

Numeros naturales 0 cardinales {I, 2,3,4, ... } 

NUmeros enteros no negativos {O, 1, 2, 3, 4, ... } 

Enteros { ... ,-3,-2,-1,0,1,2,3, ... } 

Numeros racionales {~Ip y q son enteros, y q i= O} 
(Ejemplos: ~, -~, 5, O. Todos los numeros racionales se pueden escribir con 
un nlimero decimal exacto, como 0,25 0 un numero decimal peri6dico, como 
0.666 ... ). 

Numeros reales {xix es un nllinero que se puede expresar como un decimal}. 

Numeros irracionales {xix es un numero real y x no se puede expresar como 
un cociente de numeros enteros} . 

(Ejemplos: V2, -v4, n. Las representaciones decimales de los numeros irra­
cionales no tienen terminaciones decimales exactas ni peri6dicas). 
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En los lentes de acercamiento de una camara 
fotogrilfica se muestra el simbolo de 
infinito, 00, definido en este caso como 
cualquier distancia mayor de 1000 veces el 
alcance de enfoque de los lentes. 

EI simbolo fue inventado par el 
matematico John Wallis en 1655. Wallis us6 

1/00 para representar una cantidad 
infinitamente pequeiia . 

EI numero de elementos en un conjunto se conoce como mimero cardinal, 0 cardina­
Jidad, del conjunto. EI sfmbolo 

n(A) , que se lee "n de A ", 

representa el numero cardinal del conjunto A. Si hay elementos repetidos en la lista de 
un conjunto, no se deben contar mas de una vez cuando se determina el numero cardinal 
de un conjunto. 

IIEIUI4!.'. Obtenci6n de numeros cardinales 

Obtenga el numero cardinal de todos los conjuntos. 

a) K = {2,4,8 , 16} 

d) R= {4,5, ... , 12,13} 

SOLUCION 

b) M= {O} 

e) 0 
c) B= {1,1,2,2,3} 

a) EI conjunto K contiene cuatro elementos, de manera que el numero cardinal del con­
junto K es igual a 4, y n(K) = 4. 

b) EI conjunto M contiene solo un elemento, el 0, de manera que n(M) = 1. 

c) Si hay elementos repetidos en la lista de un conjunto, no se deben contar mas de una 
vez cuando se determina el numero cardinal del conjunto. EI conjunto B solo tiene 
tres elementos diferentes, entonces nCB) = 3. 

d) Aun cuando solo se listan cuatro elementos, los puntos suspensivos indican que exis­
ten otros elementos en el conjunto. Si los contamos todos, vemos que existen 10 ele­
mentos, de modo que nCR) = 10. 

e) EI conjunto vacfo, 0, no contiene elementos, entonces n(0) = o. II. 

Conjuntos finitos e infinitos 
Si el numero cardinal de un conjunto es un numero entero no negativo particular (00 un 
numero cardinal), como en los incisos del ejemplo 3, decimos que se trata de un con­
junto finito . Con tiempo suficiente, podemos terminar de contar todos los elementos de 
cualquier conjunto finito y obtener su numero cardinal. 

Algunos conjuntos, sin embargo, son tan largos que nunca se puede terminar el pro­
ceso de conteo. Los numeros cardin ales en sf mismos forman este tipo de conjunto. Siem­
pre que un conjunto es tan grande que no se puede obtener su numero cardinal entre los 
numeros enteros no negativos, decimos que se trata de un conjunto infinito. 

II EIUI;«.,- Identificaci6n de un conjunto infinito 

Identifique todos los numeros cardinales nones mediante los tres metodos comunes de la 
notaci6n de conjuntos. 

SOLUCION 

EI conjunto de todos los numeros cardinales nones Descripci6n con palabras 

{I, 3, 5, 7,9, ... } Metoda de listado 

{xix es un numero cardinal non} Notaci6n de compren si6n ••• 

Igualdad de conjuntos 

Igualacion de conjuntos 

AI hacer el conjunto A igual al conjunto B se cumplen las dos condiciones siguientes: 

1. Cada elemento de A es un elemento de B , y 
2. Cada elemento de B es un elemento de A. 
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Dos conjuntos son iguales si contienen exactamente los mismos elementos, sin 
importar el orden. 

{a , b, c, d} = {a, c, d, b} Ambos conjuntos contienen exactamente los mismos elementos. 

La repetici6n de elementos en la lista de un conjunto no agrega nuevos elementos. 

{I , 0, 1,2, 3, 3} = {O, 1, 2, 3} Ambos conjuntos contienen exactamente los m ismos elementos. 

II'MMiQ!-X- Identificaci6n de la igualdad de dos conjuntos 

(,Son iguales los conjuntos { - 4, 3, 2, 5} Y { - 4, 0, 3, 2, 5}? 

SOLUCION 

Cada elemento del primer conjunto es un elemento del segundo conjunto. Sin embargo, 
o es un elemento de l segundo conjunto, pero no del primero. Los conjuntos no contienen 
exactamente los mismos elementos, de modo que no son iguales. 

{-4, 3, 2,5} '1= {- 4, :U, 2,S} 

II EIM';!-" Identificaci6n de la igualdad de dos conjuntos 

Determine si cada enunciado es verdadero 0 falso. 

a) {3} = {xix es un numero cardinal entre 1 y 5} 

II. 

b) {xix es un numero natural negativo} = {yly es un numero racional e irracional a la 
vez} 

SOLUCION 

a) EI conjunto de la derecha contiene todos los numeros cardinales entre 1 y 5, a saber, 
2,3 Y 4, mientras que el conjunto de la izquierda solo contiene el numero 3. Como los 
conjuntos no contienen exactamente los mismos elementos, no son iguales. El enun­
ciado es falso. 

b) Todos los numeros naturales son positivos, de modo que el conjunto dellado izquierdo 
es un conjunto vacio. Por definici6n, si un numero es racional , no puede ser irracional , 
de manera que el conjunto de la derecha tambien es un conjunto vacio. Como cada 
conjunto es un conjunto vacio, los conjuntos son iguales. E I enunciado es verdadero . 

• 11 

Asocie cada conjunto de La columna I con la descripci6n apropiada de la columna II. 

I 
1. {1 , 3, S, 7, 9} 

2. {xix es un numero entero par mayor que 4 y menor que 6} 

3. { ... ,-4,-3,-2,-1} 

4. { ... , -S,-3,-1 , 1, 3, S, ... } 

5. {2,4,8,16,32} 

6. { ... , -4,-2, 0,2, 4, ... } 

7. {2, 4, 6, 8, 10} 

8. {2, 4, 6, 8} 

II 
A. El conjunto de todos los numeros enteros pares. 

B. EI conjunto de las cinco potencias menores positivas enteras de 2. 

C. EI conjunto de numeros enteros positivos pares men ores que 10. 

D. EI conjunto de todos los numeros enteros nones. 

E. E I conjunto de todos los numeros enteros negativos. 

F. EI conjunto de numeros enteros positivos nones menores que 10. 

G. ¢ 

H. EI conjunto de los cinco multiplos minimos de 2 que sean 
numeros enteros positivos. 
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Liste todos los elementos de cada conjunto. Use el metodo de 
notaci6n de conjuntos (comprensi6n) y el metodo de listado 
para describir el conjunto. 

9. EI conjunto de todos los numeros cardinales men ores 0 

iguales que 6. 

10. EI conjunto de todos los numeros enteros no negativos 
mayores que 8 y men ores que 18. 

11. El conjunto de todos los numeros enteros no negativos no 
mayores que 4. 

12. El conjunto de todos los numeros cardinales entre 4 y 14. 

13. {6, 7, 8, ... , 14} 

14. {3, 6, 9,12, ... ,30} 

15. {- 15, - 13,-1l, .. . , -1} 

16. {- 4, -3, - 2, ... , 4} 

17. {2, 4, 8, ... , 256} 

18. {90, 87, 84, ... , 69} 

19. {xix es un numero entero no negativo par menor que 11} 

20. {xix es un numero entero non entre -8 y 7} 

Identifique cada conjunto por el m etoda de listado. Puede haber 
mas de una respuesta correcta. 

21. El conjunto de todos los numeros cardinales mayores que 
20. 

22. El conjunto de todos los numeros enteros entre - 200 y 
500. 

23. El conjunto de los Grandes Lagos. 

24. El conjunto de los presidentes estadounidenses despues de 
Richard Nixon y antes de Barack Obama. 

25. {xix es un multiplo positivo de 5} 

26. {xix es un multiplo negativo de 6} 

27. {x ix es el reciproco de un numero natural} 

28. {xix es un numero entero positivo potencia de 4} 

34. {1,~, i, ~, ... } 
35. {Alabama, Alaska, Arizona, . . . , Wisconsin , Wyoming} 

36. {Alaska, California , Hawaii , Oregon, Washington} 

ldentifique cada conjunLO como finito 0 infinito. 

37. {2, 4, 6, ... , 932} 38. {6, 12, 18} 

39. {~, ~, ~, ... } 

40. { .. . , -100, - 80, - 60, - 40, .. . } 

41. {xix es un numero natural mayor que 50} 

42. {xix es un numero natural menor que 50} 

43. {xix es un numero racional} 

44. {x ix es un numero racional entre 0 y 1} 

Obtenga n(A) para cada conjunLO. 

45. A = {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} 

46. A = {- 3,-1,1, 3, 5, 7, 9} 

47. A = {2, 4, 6, ... , 1000} 

48. A = {O, 1, 2, 3, ... , 3000} 

49. A = {a, b, c, ... , z} 

50. A = {xix es una vocal en el abecedario ingles} 

51. A = el conjunto de nurneros enteros entre -20 y 20. 

52. A = el conjunto de escafios autorizados en el Sen ado esta­
dounidense. 

53. A = {~,~, ~, ~, ... , ~~ , ~~} 

54. A = {~, - ~, ~, -~, ... , 110' -110} 

\ .55. Aun cuandox es una consonante, i,por que se dice "x es una 
vocal en el abecedario ingles" en el ejercicio 50? 

Identifique cada conjunLO con la notaci6n de comprensi6n, usando 
x como la variable. Puede haber mas de una respuesta correcta. \ 56. Explique c6mo se puede resolver el ejercicio 53 sin listar y 

29. EI conjunto de los numeros racionales. 

30. EI conjunto de los numeros naturales pares. 

31. {1 , 3, 5, ... , 75} 

32. {35, 40, 45 , ... , 95} 

Describa con palabras cada conjunto. Puede haber mas de una 
respuesta. 

33. {-9, -8, -7, ... ,7,8, 9} 

contar todos los elementos. 

ldentifique cada conjunto como bien definido 0 no bien defi­
nido. 

57. {x ix es un numero real} 

58. {xix es un buen atleta} 

59. {xix es un curso diffcil} 

60. {xix es un nurnero cardinal menor que 2} 



Llene cada espacio con E 0 rt. para hacer verdadero cada enun­
ciado. 

61. S_{2,4,S, 7} 

63. - 12 {3,S, 12, IS} 

65. {3} _ {2, 3, 4, 6} 

62. - 4 _ {4,7,S,12} 

64. 0_ {-2, 0, S, 9} 

66. {6}_{S+1,6+1} 

67. S {ll - 2, 10 - 2, 9 - 2, S - 2} 

\, 68. EI enunciado 3 E {9 - 6, S - 6,7 - 6} es verdadero aun 
cuando el numero 3 no aparece en el conjunto. Explique 
por que. 

Indique si es verdadero 0 falso cada uno de los siguientes enun­
ciados. 

69. 3E {2, S,6,S} 

71. bE {h, c, d, a, b} 

73. 9 fl {6, 3, 4, S} 

75. {k,c,r,a} = {k,c,a,r} 

70. 6 E { -2, S, S, 9} 

72. m E {I, m, n, 0, p} 

74. 2 fl {7, 6, S, 4} 

76. {e,h,a, n} = {a,h,e,n} 77. {S,S,9} {S,S,9,0} 

78. p, 7,12, 1A} = p, 7,12,14, O} 

79. {4} E { {3}, {4}, {S} } 80. 4 E { {3l, {4}, {S} } 

81. {xix es un numero natural men or que 3} = {l, 2} 

82. {xix es un numero natural mayor que 1O} = {ll, 12, 13, ... } 

Indique si es verdadero 0 falso cada uno de los siguientes enun­
ciados. 

Sea A = {2, 4, 6, S, 10, 12l, B = {2, 4, S, 10}, 

Y c= {4, 10, 12}. 

83.4 E A 

85.4 rt. c 
84. SEB 

86. S rt. B 

87. Cada elemento de C tam bien es un elemento de A. 

88. Cada elemento de C tambien es un elemento de B. 

89. A la mente humana Ie gusta crear colecciones. GPor que 
supone que es asf? En su explicacion considere una 0 mas 
"colecciones" particulares, ya sean matematicas 0 de cual­
quier otra fndole. 

90. ExpJique la diferencia entre un conjunto bien definido y 
uno que no esta bien definido. De ejemplos y use los term i­
nos presentados en esta seccion. 

Dos conjuntos son iguales si contienen elementos identicos. Sin 
embargo, dos conjuntos son equivalentes si contienen el mismo 
numero de elementos (pero no necesariamente los mismos ele­
mentos). De un ejemplo para cada condici6n 0 exp/ique par que 
no es posible. 

91. Dos conjuntos que no son iguales ni equivalentes. 

92. Dos conjuntos que son iguales, pero no equivalentes. 
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93. Dos conjuntos que son equivalentes, pero no iguales. 

94. Dos conjuntos que son iguales y equivalentes. 

95. Actores sobrevaluados Una investigacion de la revista For­
bes de un periodo reciente de cinco alios consideraba a 100 
actores de Hollywood. La tabla muestra los 10 "peores acto­
res", en terminos de ganancias generadas por sus pelfcu­
las, por cada dolar que el actor gano. 

Fuente: Forbes.com 

a) Liste el conjunto de actores con una ganancia de por 10 
menos $7.40. 

b) Liste el conjunto de actores con una ganancia de 
cuando mucho $3.7S. 

96. auema de calorias A Candice Cotton Ie gustan los algodo­
nes azucarados, cad a uno de los cuales contiene 220 calo­
rfas. Para q uemar las calorfas no deseadas, Candice participa 
en las actividades indicadas abajo, en intervalos de 1 hora, y 
nunca repite la misma actividad en un dfa. 

Calorias quemadas 
Actividad Simbolo por hora 

Voleibol v 160 
Golf g 260 
Canotaje c 340 
Nataci6n s 410 
Correr r 680 

a) Los lunes, Candice solo tiene tiempo para dos horas de 
actividades. Liste todos los posibles conjuntos de activi­
dades que Ie ayudarfan a quemar, por 10 menos, el 
numero de calorfas de tres algodones de azucar. 

b) Suponga que Candice tiene tres horas para las activida­
des del miercoles. Liste todos los posibles conjuntos de 
actividades que Ie ayudarfan a quemar, por 10 menos, el 
numero de calorfas de cinco algodones de azucar. 

c) Candice tiene cuatro horas para las actividades del sa­
bado. Liste todos los posibles conjuntos de actividades 
que Ie ayudarfan a quemar, por 10 menos, el numero de 
calorfas de siete algodones de azucar. 
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IIIIII 

A' 

o 
u 

La region total limitada por el rectangulo 
representa el conjunto universal U, mientras 
que la parte limitada par el circulo representa 
el conjunto A. 

Figura 1 

2.2 DIAGRAMAS DE VENN Y SUBCONJUNTOS 

Diagramas de Venn • Complemento de un conjunto • Subconjuntos de un conjunto • Subconjuntos propios 

• Conteo de subconjumos 

Diagramas de Venn 
En el enunciado de un problema existe un universo de discurso impifcito 0 expifcito. El 
universo de discurso incIuye todos los objetos que se some ten a amilisis en un mom en to 
determinado. Por ejemplo, en el estudio de las reacciones a la propuesta de que en cierto 
plantel se eleva la edad mfnima de los individuos a quienes se les puede vender cerveza, 
el universo de discurso podrfan ser todos los estudiantes de la escuela, los miembros 
cercanos del publico, los miembros del consejo de administracion de la escuela, 0 quiza 
todos estos grupos de personas. 

En teorfa de conjuntos, el universo de discurso se llama conjunto universal, y se 
representa normalmente con la letra U. El conjunto universal puede cambiar de un pro­
blema a otro. 

En teorfa de conjuntos tambien se usan comunmente los diagramas de Venn, desa­
rrollados por el estudioso de la logica John Venn (1834-1923). En estos diagramas, el con­
junto universal se representa con un rectangulo, y los conjuntos de in teres dentro del 
conjunto universal se represent an con regiones circulares (algunas veces con ovalos u 
otras form as ). Vease la figura 1, 

Complemento de un conjunto 
La region sombreada dentro de U y fuera del circulo en la figura 1 se identifica como A' 
(se lee "A prima"). Este conjunto, Hamado el complemento de A, tiene todos los elemen­
tos contenidos en U, pero que no estan contenidos en A. 

Para cualquier conjunto A dentro del conjunto universal U, el complemento de A, 
identificado como A', es el conjunto de elementos de U que no son elementos de 
A. Es decir, 

A' = {xlxEUyx~A}. 

IIIQ'U'QS.I. Obtenci6n de complementos 

Obtenga el complemento de cada conjunto. 

Sea U = {a, b, c, d, e, f, g, h }, M = {a, b, e, f} y N = {b, d, e, g, h} . 

a) M' b) N' 

SOlUCION 

a) Hagamos que el conjunto M' contenga los elementos del conjunto U que no estan en 
el conjunto M. Como el conjunto M contiene los elementos a, b, e y f, estos elementos 
se excIuyen del conjunto M'. 

M' = {c, d, g, h} 

b) Hagamos que el conjunto N' contenga los elementos del conjunto U que no estan 
en el conjunto N, de manera que N' = {a, c, f}. • • II 

Considere el complemento U' del conjunto universal. EI conjunto U' se obtiene 
seleccionando todos los elementos de U que no pertenecen a U. No existen tales elemen­
tos, de modo que no puede haber elementos en U'. Esto significa que, para cualquier 
conjunto universal U, 

U' = 11. 

Ahora considere el complemento 0' del conjunto vacio. Como 0' = {xix E U y x $. 0} 
y el conjunto 0 no contiene elementos, todos los miembros del conjunto universal U satis­
facen esta descripcion. Por 10 tanto, para cualquier conjunto universal U, 

W=u. 



u 

Figura 2 

Observe la similitud de los simbolos de 
subconjuntos, C y <;;;, con los simbolos de 
des igualdad del algebra, < y:5. 
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Subconjuntos de un conjunto 
Suponga que tenemos el conjunto universal U = {I , 2, 3, 4, 5} , mientras que A = {I , 2, 3}. 
Cad a elemento del conjunto A tam bien es un elemento del conjunto V. Debido a esto, el 
conjunto A se conoce como subconjunto del conjunto U, y se escribe como 

A V. 

(" A no es un subconjunto del conjunto U" se representaria como AU). 
Un diagrama de Venn que muestra que el conjunto M es un subconjunto del con­

junto N se presenta en la figura 2, 

Subconjunto de un conjunto 

El conjunto A es un subconjunto del conjunto B si cada elemento de A tam bien es 
un elemento de B. En simbolos, esto se escribe como A ~ B . 

II Ei@!Q!.'. Determinacion de que un conjunto es subconjunto de otro 

Escriba <: 0 C£. en cada espacio para que el enunciado sea verdadero. 

a) {3,4, 5, 6} _____ {3, 4, 5, 6, 8} b) {1 , 2, 6} _____ {2, 4, 6, 8} 

c) {5 , 6, 7, 8} _____ {5, 6, 7, 8} 

SOLUC ION 

a) Como cada elemento de {3,4,5,6} tambien es un elemento de {3,4,5,6,8} , el primer 
conjunto es un subconjunto del segundo, de modo que se anota <: en el espacio. 

{3, 4, 5, 6} <: {3, 4, 5, 6, 8} 

b) {I , 2, 6} C£. {2, 4, 6, 8} I no pertenece a p, 4, 6, 8 } . 

c) { 5 , 6 , 7, 8}~{5, 6 , 7, 8 } II. 

Como sugiere el ejemplo 2 c) , cad a conjunto es un subconjunto de sf mismo. 

B ~ B, para cualquier conjunto B . 

Ahora se puede formalizar el enunciado de igualdad de conjuntos de la seccion 2.1. 

Iguai<!~d_ de conjuntos (definici6n alternativa) 

Suponga que tenemos los conjuntos A y B . Entonces A = B si A ~ B Y B <: A son 
verdaderos. 

Subconjuntos propios 
Suponga que tenemos los siguientes conjuntos: 

B= {5,6, 7,8} Y A = {6, 7} 

A es un subconjunto de B, pero A no es todo B. Hay por 10 menos un elemento en B que 
no esta en A. (En realidad, existen en este caso dos elementos,S y 8). En esta situaci6n, 
A se conoce como subconjunto propio de B. Para indicar que A es un subconjunto pro­
pio de B, se escribe: 

A C B. 

Subconjunto propio de un conju!~o 

El conjunto A es un subconjunto propio del conjunto B si A ~ B Y A =I- B. En sfm­
bolos, esto se escribe como A C B. 
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II EJEMPL.O 3 
Identificaci6n de las relaciones entre un subconjunto 
y el subconjunto propio 

Determine si se pueden colocar C, t;: 0 ambos en cada espacio en blanco para hacer ver­
dadero el enunciado. 

a) {5,6,7} ____ {5,6,7,8} b) {a,b,c} ____ {a,b,c} 

SOL.UCI6N 

a) Cada elemento de {5, 6, 7} esta contenido en {5, 6, 7, 8}, de modo que se puede colocar 
t;: en el espacio. Por otro lado, el elemento 8 pertenece a {5, 6, 7, 8}, pero no a {5, 6, 7}, 
por 10 que {5, 6, 7} es un subconjunto propio de {5, 6, 7, 8}. Coloque C en el espacio. 

b) El conjunto {a, b, c} es un subconjunto de {a, b, c}. Como los dos conjuntos son igua­
les, {a, b, c} no es un subconjunto propio de {a, b, c}. Solo se puede colocar t;: en el 
espacio. III 

El conjunto A es un subconjunto del conjunto B si cada elemento del conjunto A 
tambien es un elemento del conjunto B. Esta definici6n se puede formular de otra manera 
diciendo que el conjunto A es un sUbconjunto del conjunto B si no hay elementos de A 
que no sean elementos de B. Esta segunda definici6n muestra que el conjunto vacfo es un 
subconjunto de cualquier conjunto. 

fJ t;: B, para cualquier conjunto B. 

Esto es verdadero porque no es posible obtener algun elemento de 0 que no este en B. 
(No hay elementos en 0). El conjunto vacfo 0 es un sUbconjunto propio de todos los 
conjuntos, excepto de sf mismo. 

fJ C B si B es cualquier conjunto diferente de fJ. 
Todos los con juntos (excepto fJ) tienen por 10 menos dos subconjuntos,fJ y el conjunto 

mismo. 

II IUIU';!-'- Lista de todos los subconjuntos de un conjunto 

Obtenga todos los subconjuntos posibles de cada conjunto. 

a) {7,8} b) {a, b, c} 

SOLUCI6N 

a) Por ensayo y error vemos que el conjunto {7, 8} tiene cuatro subconjuntos: 0, {7}, 
{8}, {7, 8}. 

b) Aquf, el ensayo y error nos muestra ocho subconjuntos para {a, b, c}: 

0, {a} , {b}, {c} , {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}. 

Conteo de subconjuntos 

.11 

. En el ejemplo 4, los subconjuntos de {7, 8} Y los subconjuntos de {a, b, c} se obtuvieron 
por ensayo y error. Un metodo alternativo implica el dibujo de un diagram a de arbol, 
una manera sistematica de listar todos los subconjuntos de un conjunto determinado. 
Vease la figura 3. 

~7 E al 
subconjunto? 

~8 E al 
subconjunto? 

a) 

Sf 
No 
Sf 
No 

4 
subcon juntos 

{7,8} 
{7} 
{8} 

iJ 

~aEal 
subconjunto? 

Figura 3 

~b E al ~c E al 
subconjunto? subconjunto? 

-=::::: Sf 
No 

-=::::: Sf 
No 

-=::::: Sf 
No 

-=::::: Sf 
No 

h) 

8 
subcon juntos 

{a. b, c} 
{a, b} 
{a, c} 
{a} 
{b, c} 
{b} 
{c} 

iJ 



Potencias de 2 

20 = 1 

2' = 2 

21 = 2 . 2 = 4 

23 = 2 . 2 . 2 = 8 

2' = 2 . 2 . 2 . 2 = 16 

25 = 32 

26 = 64 

27 = 128 

28 = 256 

29 = 512 

210 = 1024 

2" = 2048 

2'1 = 4096 

2'5 = 32)68 

220 = 1,048,576 

225 = 33,554,432 

230 = 1,073,741,824 

II 
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En el ejemplo 4 determinamos el mimero de subconjuntos de un conjunto particular 
haciendo una lista de todos los subconjuntos y contandolos. EI metoda del diagrama de 
arbol tam bien produce una lista de todos los subconjuntos posibles. Para obtener una 
formula que p"ermita calcular el numero de subconjuntos, us amos razonamiento induc­
tivo. Es decir, observamos casos particulares para in ten tar descubrir un patron general. 

Se inicia con el conjunto que contiene el numero minimo posible de elementos: el 
conjunto vado. Este conjunto, 0, solo tiene un subconjunto, 0 mismo. En seguida, el con­
junto con un elemento tiene solo dos subconjuntos, el mismo y 0. Estos hechos,junto con 
los obtenidos en el ejemplo 4 para conjuntos con dos y tres elementos, se resumen como 
sigue: 

Numero de elementos o 2 3 

Numero de subconjuntos 2 4 8 

Esta tabla sugiere que conforme el numero de elementos del conjunto se incrementa 
en uno, el numero de subconjuntos se duplica. Si es asi, entonces el numero de subconjun­
tos en cada caso podria ser una potencia de 2. Como cada numero de la segunda fila de la 
tabla es claramente una potencia de 2, se agrega esta informacion a la tabla. 

Numero de elementos o 2 

Numero de subconjuntos 8 = 2 

Esta tabla indica que el numero de elementos en cad a caso es el mismo que el expo­
nente de la base 2. EI razonamiento inductivo proporciona la siguiente generalizacion. 

EI nurnero de subconjuntos de un conjunto con n elementos es 2n. 

Como el valor 2n incluye al conjunto mismo, debemos res tar 1 de este valor para 
obtener el numero de subconjuntos propios de un conjunto que contiene n elementos. 

£.'- .~W' ··1CR ··"··~ ·1'·"!- · 'J< 'T' ,'''' ..... .. ,', ", ",,,nmf - W"l"'3Jf-

'~,':, ~,~!n~~p',~~,~!!,~~2,~i~~l~~.i Bf,2,PC 
EI nurnero de subconjuntos propios de un conjunto con n elementos es 2n - 1. 

Como se vio en el capitulo 1, aun cuando el razonamiento inductivo es una buena 
manera de descubrir principios 0 hacer conjeturas, no ofrece una prueba de que la conje­
tura es verdadera en general. Las dos formulas anteriores son verdaderas, por observa­
cion, para n = 0, 1,2 0 3. (Para una prueba general, vease el ejercicio 69 al final de esta 
seccion). 

EJEMPLO 5 
Obtenci6n del numero de subconjuntos y de subconjumos 
propios 

Obtenga los numeros de subconjuntos y los sUbconjuntos propios de cad a conjunto. 

a) {3, 4, 5, 6, 7} 

SOLUCION 

b) {1,2,3,4, 5,9,12,14} 

a) Este conjunto tiene 5 elementos y 25 = 2·2·2 · 2·2 = 32 subconjuntos. De estos, 
25 -1 = 32 -1 = 31 son subconjuntos propios. 

b) Este conjunto tiene 8 elementos. Hay 28 = 256 subconjuntos y 255 subconjuntos 
propios. III 
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Asocie cada conjunto 0 conjuntos de la columna 1 con la des­
cripcion adecuada de la columna I1. 

I U 

1. {p}, {q}, {p,q}'0 A. Lossubconjuntospropiosde{p,q} 

2. {p}, {q}, 0 B. EI complemento de ~,d}. 
si U = {a, b, c, d} 

3. {a, b} C. El complemento de U 

4. 0 D. Los subconjuntos de {p, q} 

1nserte <: 0 C£ en los espacios, de modo que el enunciado resul­
tante sea verdadero. 

5. {-2, 0, 2} __ {-2, -1,1, 2} 

6. {M, W, F} __ {S, M, T, W, Th} 

7. {2, 5} __ {O, 1,5,3,7, 2} 

8. {a, n, d} __ {r, a, n, d, y} 

9. 0 __ {a, b, c, d, e} 

10.0 __ 0 

11. {-5, 2,9} {xix es un numero entero impar} 

12. { 1, 2, ~} __ el conjunto de numeros racionales 

Determine si es posible colocar C, <:, ambos 0 ninguno de esos 
simbolos en los espacios para hacer verdadero el enunciado. 

13. {P, Q, R} __ {P, Q, R, S} 

14. {rojo, azul, amarillo} __ {amarillo, azul, rojo} 

15. {9, 1,7,3, 5} __ {1, 3, 5, 7, 9} 

16. {S, M, T, W, Th} ___ {W, E , E, K} 

17.0 __ {OJ 

18·0 __ 0 

19. {0,1,2,3} ___ {1,2,3,4} 

En los ejercicios 21 a 40, indique si cada enunciado es verda­
dero 0 falso. U es el conjunto universal. 

Sea U= {a, b,c,d,e,f,g}, A = {a,e}, 

B = {a, b, e, f, g}, C = {b, f, g}, y D = {d, e}. 

21. A CU 22. Crt. U 

23. D<: B 24. DC£A 

25. ACB 26. B<:C 

27. 0<tA 28. 0<: D 

29. 0<:0 30. DC B 

31. D C£B 32. A C£ B 

33. Hay exactamente 6 subconjuntos de C. 

34. Hay exactamente 31 subconjuntos de B. 

35. Hay exactamente 3 subconjuntos propios de A. 

36. Hay exactamente 4 subconjuntos de D . 

37. Hay exactamente 1 subconjunto de 0. 

38. Hay exactamente 128 subconjuntos propios de U. 

39. El siguiente diagrama de Venn representa correctamente 
la relaci6n entre los conjuntos A, D Y U. 

u 

40. El siguiente diagrama de Venn representa correctamente la 
relaci6n entre los conjuntos B, C Y U. 

u 

Obtenga a) el numero de subconjuntos y b) el numero de sub­
conjuntos propios de cada conjunto. 

41. {a, b, c, d, e, f} 

42. El conjunto de dias de la seman a 

43. {xix es un numero entero impar entre -4 y 6} 

44. {xix es un numero entero no negativo impar menor que 4} 

Sea U = {l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1O} y obtenga el complemento de 
cada conjunto. 

45. {l, 2, 3, 4, 6, 8} 46. {2, 5, 9, 10} 

47. {1 , 3,4,5,6, 7,8, 9, 10} 48. {1 , 2, 3, 4,5,6, 7,8, 9} 

49. U 50. 0 



Vacaciones en California Terry McGinnis estti planeando un 
viaje con sus dos hijos a California. Al evaluar sus opciones en 
relacion con viajar en avion 0 conducir de su casa en Iowa, 
incluyo las siguientes caracteristicas. 

Volar a California 

Costo mas alto 
Didactico 
Mas tiempo para ver el 

panorama de California 
No se puede visitar a los 

familia res a 10 largo del camino 

Conducir a California 

Costo mas bajo 
Didactico 
Menos tiempo para ver el 

panorama de California 
Se puede vi sitar a los familiares 

a 10 largo del camino 

Refierase a estas caracteristicas en los ejercicios 5] a 56. 

51. Obtenga el conjunto universal U mas pequeno que con­
tenga todas las caracterfsticas listadas de ambas opciones. 

Considere que F representa el conjunto de caracteristicas de la 
opcion de volar, y que D representa el conjunto de caracterlsti­
cas de la opcion de conducir. Use el conjunto universal del ejer­
cicio 51. 

52. Obtenga el conjunto F' 53. Obtenga el conjunto D' 

Obtenga el conjunto de elementos comunes a ambos conjuntos 
en los ejercicios 54 a 56. 

54. Fy D 

56. Fy D' 

55. F' Y D' 

Encuentro en la suite Hospitalidad Arnie Carobrese, Bruce Col­
lin, Corey Chapman, Dwayne Coy y Eric Cobbe planean encon­
trarse en la suite Hospitalidad despues de que el director general 
termine su discurso en la junta de ventas de enero de su compa­
ii£a de publicidad. Identifique a estas cinco personas por A, B, C, 
DyE, liste todos los conjuntos posibles de este grupo en los 
cuales se pueda reunir el siguiente numero de personas. 

57. Cinco personas 

59. Tres personas 

61. Una persona 

58. Cuatro personas 

60. Dos personas 

62. Ninguna persona 

63. Obtenga el numero total de maneras en que los miembros 
de este grupo se pueden reunir en la suite. (Sugerencia: 
Obtenga el numero total de conjuntos en sus respuestas de 
los ejercicios 57 a 62). 

64. i,C6mo se compara la respuesta del ejercicio 63 con el 
numero de subconjuntos de un conjunto de cinco elemen­
tos? Interprete la respuesta del ejercicio 63 en terminos de 
subconjuntos. 

65. Los 25 miembros del club de matematicas deben enviar 
una delegaci6n a la junta de grupos de estudiantes en su 
escuela. La delegaci6n puede incluir tantos miembros del 
club como se desee, pero al menos debe asistir un miembro. 
i,Cuantas delegaciones diferentes son posibles? (Problema 
del calendario de Mathematics Teacher). 
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66. En el ejercicio 65, suponga que 10 de los miembros del club 
dicen que no desean participar en la delegaci6n. Ahora , 
i,cuantas delegaciones son posibles? 

67. Selecci6n de billetes Suponga que usted tiene los billetes 
mostrados. 

a) Si usted debe seleccionar al menos un billete, y puede 
seleccionar todos los billetes, (,cuantas sumas de dinero 
puede obtener? 

b) En el inciso a), elimine la condici6n "debe seleccionar 
al menos un billete". i,Cuantas sumas son posibles? 

68. Selecci6n de monedas La fotograffa muestra un grupo de 
monedas estadounidenses obsoletas, integradas por una mo­
neda de un centavo, una de cinco centavos, una de 10 centa­
vos, una de 25 centavos, y una de 50 centavos. Repita el 
ejercicio 67 sustituyendo "billete(s) por "moneda(s) ". 

69. En la deducci6n de la expresi6n (2/1) para obtener el numero 
de subconjuntos de un conjunto con n elementos, observamos 
que para un os cuantos primeros valores de n, el incremento en 
uno del numero de elementos duplica el numero de subcon­
juntos. Aquf, usted puede someter a prueba la f6rmula en 
general demostrando que 10 mismo es verdadero para cual­
quier valor de n. Suponga que el conjunto A tiene n elementos 
y s subconjuntos. Ahora sume un elemento adicional, diga­
mos e, al conjunto A. (Ahora tenemos un nuevo conjunto, 
digamos B, con n + 1 elementos). Divida los subconjuntos de 
B en los que contienen e y los que no contienen e. 

a) i,Cuantos subconjuntos de B no contienen e? (Sugeren­
cia: Considere que cada uno de estos es un subconjunto 
del conjunto original A). 

b) (,Cuantos subconjuntos de B contienen e? (Sugerencia: 
Considere que cada uno de estos es un subconjunto del 
conjunto original A, con el elemento e insertado). 

c) (,Cuat es el numero total de subconjuntos de B? 

d) i,Que concluye usted? 

70. Esplique por que 0 es tanto un subconjunto como un ele­
mento de {0}. 
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Figura 4 

AnB 

Figura 5 

La Iuz blanca se puede ver como la 

intersecci6n de los tres colores primarios. 

2.3 OPERACIONES CON CONJUNTOS Y PRODUCTOS CARTESIANOS 

Intersecci6n de conjuntos • Uni6n de conjuntos • Diferencia de conjuntos • Pares ordenados • Producto 
cartesiano de conjuntos • Diagramas de Venn • Leyes de De Morgan 

Intersecci6n de conjuntos 
Dos candidatos, Aimee Berger y Darien Estes, estan compitiendo par una curul en el 
Congreso de la ciudad. Un votante trata de decidir par quien votar recardando las pro­
mesas de campana hechas par los candidatos; cada promesa se identifica con una letra. 

Aimee Berger 

Gastar menos dinero, III 
Reforzar el cumplimiento de las 

leyes de transito, t 
Incrementar los servicios en areas 

suburban as, s 

Darien Estes 

Gastar menos dinero. 1II 

Tomar medidas energicas contra politicos 
deshonestos, p 

Incrementar los servicios en la ciudad, c 

La unica promesa comun de ambos candidatos es la promesa m: gas tar menos dinero. 
Supongamos que tom amos las promesas de cad a candidato como un conjunto. Con las 
pro mesas de Berger se obtiene el conjunto {m, t, s}, mientras que con las promesas de 
Estes tenemos {m, p, c}. EI elemento comun m pertenece a la intersecci6n de los dos 
conjuntos, como 10 muestra la zona sombre ada del diagrama de Venn de la figura 4. 

{m, t, s} n {m, p, c} = {m} n representa la intersecci6n de conjuntos. 

La intersecci6n de dos conjuntos es par sf misma un conjunto. 

La interseccion de los conjuntos A y B, representada por An B, es el conjunto de 
elementos comunes para A y B. 

A n B = {x I x E A y x E B} 

La interseccion de los conjuntos A y B se forma tomando todos los elementos incluidos 
en ambos conjuntos, como muestra el area sombreada de la figura 5. 

IIGIUI4!-I- Obtenci6n de intersecciones 

Obtenga cada intersecci6n. 

a) {3,4,5,6, 7} n {4,6,8, 10} 

c) {5, 9, 11} n,0 

SOLUCION 

b) {9, 14,25,30} n {lO, 17, 19, 38, 52} 

a) Los elementos comunes a ambos conjuntos son 4 y 6. 

{3, 4,5, 6,7} n {4,6,8, 10} = {4, 6} 

b) Estos dos conjuntos no tienen elementos comunes. 

{9, l4,25,30} n {10, 17, 19, 38,52} = ,0 

c) No hay elementos en ,0, de modo que no hay elementos que pertenezcan a {5, 9, 11} 
y,0. 

{5, 9, 11} n,0 =,0 I .. 
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Los ejemplos Ib) y Ie) muestran dos conjuntos que no tienen elementos en comun. 
Los conjuntos sin elementos comunes se 1Iaman conjuntos disjuntos (vease la figura 6). 
Un conjunto de perros y un conjunto de gatos son conjuntos disjuntos. 

Los conjuntos A y B son disjuntos si A n B = (i. 

Union de conjuntos 
Una vez mas en relaci6n con las listas de pro mesas de campana, suponga que un encues­
tad or quiere resumir los tipos de promesas hechas por los candidatos. El encuestador 
necesitarfa estudiar todas las promesas de cada candida to, es decir, el conjunto {m , t, s, p, c}. 
Este conjunto es la union de los conjuntos de pro mesas, como muestra el area som­
breada del diagrama de Venn en la figura 7. 

Tenga cuidado de no confundir este 
simbolo con el con'unto universal U. 

{m, t, s} U {m , p , c} = {m, I , s, p , c} U denota union de conjuntos. 

Nuevamente, la uni6n de dos conjuntos es un conjunto. 

Un~~:'l de c<!&I]Juntos 

La union de los conjuntos A y B , representada por AU B, es el conjunto de todos 
los elementos que pertenecen a A 0 B. 

AU B = {x I x E A 0 x E B} 

La union de los eonjuntos A y B se forma tomando todos los elementos del eon junto 
A e incluyendo los elementos del eonjunto B que no estan en la /ista. Vease la figura 8. 

II E'UiQi·'. Obtenci6n de uniones 

Obtenga cada union. 

a) {2,4,6} U {4,6,8, 10, 12} 

b) {a, b, d, f, g, h} U {c, f, g, h, k} 

e) {3, 4, 5} U 0 

SOLUCION 

a) Inicie listando todos los elementos del primer conjunto, 2, 4 Y 6. Luego liste todos los 
elementos del segundo conjunto, que no estan en el primer conjunto, 8, 10 Y 12. La 
union se forma con lodos estos elementos. 

{2,4,6} U {4,6, 8,10, 12} = {2,4, 6,8,10,12} 

b) {a, b, d,f, g, h} U {c, f, g, h, k} = {a, b, c,d, f, g, h, k} 

e) Como no hay elementos en 0, la uni6n de {3, 4, 5} Y 0 solo contiene los elementos 3, 
4 Y 5. 

{3, 4, 5} U 0 = {3, 4, 5} . 11 

Recuerde de la secci6n anterior que A' representa el complemento del conjunto A. 
EI eonjunto A' se forma tomando todos los elementos del eonjunto universal U que no 
estan en el eon junto A. 
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Obtenci6n de intersecciones uniones de co entos 

Obtenga cada conjunto. Sea 

U = {I, 2, 3, 4, 5, 6, 9}, A = {I , 2,3, 4}, B = {2, 4, 6}, y C = {I, 3, 6, 9}. 

a) A' n B b) B' U C c) A n (B U C) d) (A' U C) n 8 ' 

SOLUCION 

a) Primero se identifican los elementos del conjunto A', esto es, los elementos de U que 
no estan en el conjunto A. 

A ' ={5,6,9} 

Ahora, obtenga A' n 8, el conjunto con los elementos que pertenecen tanto a A' como 
aBo 

A'nB = {5, 6,9}n{2, 4, 6} = {li } 

b) B ' U C = {I , 3, 5, 9} U {2, 4, 5} = {I , 2, 3, 4, 5, 9} 

c) Primero obtenga el conjunto dentro del parentesis. 

B U C = {2, 4, 6} U {2, 4, 5} = {2, 4, 5, 6} 

Ahora, obtenga la intersecci6n de este conjunto con A. 

An (B U C) = A n {2, 4, 5, 6} 

= {1 ,2,3, 4}n {2,4, 5, 6} 

= {2, 4} 

d) A ' = {5, 6, 9} yC = {2, 4,5}, de manera que 

A' U C = {5, 6, 9} U {2, 4, 5} = {2, 4, 5, 6, 9} . 

B' = {1 , 3, 5, 9} , demaneraque 

(A' U C) n B' = {2, 4, 5, 6, 9} n {l, 3, 5, 9} {5, 9}. 

Para reflexionar 

Comparacion de propiedades 
Las operaciones aritmeticas de suma y multiplicacion, 
cuando se aplican a numeros, tienen algunas propiedades 
conocidas. Si a, b y c son numeros reales, entonces la 
propiedad conmutativa de la suma dice que el orden 
de los numeros que se suman no importa: 

a + b = b + a. 

(iExiste la propiedad conmutativa en la multipli­
cacion?). La propiedad asociativa de la suma dice 
que cuanp9 se suman tres numeros, no importa la 
agrupacion de los mismos: 

(a + b) + c = a + (b + c). 

(iExiste la propiedad asociativa en la multiplicacion?). 
EI numero 0 se conoce como el elemento de identidad 
de la adicion, puesto que cuando se suma a cualquier 
numero, este ultimo no cambia. 

a + 0 = a. 

___ II II 
(iCual es el elemento de identidad de la multipli­
cacion?). Finalmente,la propiedad distributiva de la 
multiplicacion sobre la suma dice que 

a(b + c) = ab + ac. 

(iExiste una propiedad distributiva de la suma sobre la 
multiplicaci6n ?). 

I 

Para investigaci6n individual 0 en grupo 
Ahora considere las operaciones de union e interseccion, 
aplicadas a los conjuntos. Considerando definiciones 0 

ejemplos, conteste las siguien~es preguntas. 
I. iLa uni6n de conjuntos es conmutativa? iY la 

interseecion de conjuntos? 

2. ila uni6n de conjuntos es asociativa? iY la interseccion 
de conjuntos? 

3. iExiste un elemenco de identidad para la union de conjun­
cos? Si es asi, ieual es? iY en la interseecion de eonjuntos1 

4. ila interseeci6n de conjuntos es distributiva sobre la 
union de conjuntos? iLa union de conjuntos es 
distributiva sobre la interseccion de conjuntos? 

.11 
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II kUn!4C·j' Descripci6n de conjuntos con palabras 

Describa con palabras cad a conjunto 

a) An (B U C) 

SOLUCION 

b) (A' U C)nB' 

a) Este conjunto se podrfa describir como "el conjunto que contiene todos los elemen­
tos de A y que tambien estin en Bono estan en C". 

b) Una posibilidad es "el conjunto de todos los elementos que no estan en A 0 no estan 
en C, y tam poco estan en B" . • •• 

Diferencia de conjuntos 
Suponga que A = {I, 2, 3, ... , IO} y B = {2, 4, 6, 8, 1O}. Si se excluyen los elementos de B 
(0 se separan) de A, se obtiene el conjunto C = {1, 3, 5, 7, 9}. C se conoce como la dife­
rencia de los conjuntos A y B. 

Di!erencia de conjuntos 

La diferencia de los conjuntos A y B, representada como A - B, es el conjunto de todos 
los elementos que pertenecen al conjunto A , pero que no pertenecen al conjunto B. 

A - B = {xix E A y x $. B} 

Como x $ B tiene el mismo significado que x C B' , la diferencia de los conjuntos A - B 
tambien se puede describir como 

{xix CAyxEB ' }, 0 AnB' . 

La figura 9 ilustra la idea de la diferencia de conjuntos. La regi6n sombreada repre­
senta A-B. 

II i3iM!4C·'- Cilculo de diferencias de conjuntos 

Obtenga cada conjunto. 

a) A - B 

Sea U = {l, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, A = {l, 2, 3, 4, 5, 6}, 

B={2, 3, 6} , Y C={3, 5,7}. 

b) B - A c) (A - B) U C 

SOLUCION 

a) Inicie con el conjunto A y excluya todos los elementos que tambien se encuentran en 
el conjunto B. 

A - B = {1 , 2, 3, 4, 5,6} - {2, 3, 6} = {1,4, 5} 

b) Para estar en B - A, un elemento debe estar en el conjunto B y no en el conjunto A. 
Pero todos los elementos de B tambien estan en A. Por 10 tanto, B - A = 0. 

c) Partiendo del inciso a), A - B = {1,4, 5}.Tambien, C' = {1,2,4, 6}. 

(A - B) U C = {l , 2, 4, 5, 6} 

Los resultados de los ejempJos 5 a) y 5 b) ilustran que, en general , 

A -B"* B -A. 

Pares ordenados 

.11 

Cuando se escribe un conjunto que contiene varios elementos, el orden en el cual apare­
cen los elementos no es relevante. Por ejemplo, 

{l,5} = {5, I}. 
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Sin embargo, existen muchas situaciones en matematicas en que, cuando dos objetos 
estan aparejados, el orden en el cual se escriben los objetos es importante. Esto trae con­
sigo la idea del par ordenado. Cuando se escriben pares ordenados, se usan parentesis en 
lugar de llaves, las cuales se reservan para la escritura de conjuntos . 

.. ~"_""""·="_._ m. 

Pares o rdenados 

En el par orden ado (a, b) , a se llama primer componente y b es el segundo compo­
nente. En general, (a, b) =f. (b, a) . 

Dos pares orden ados (a, b) Y (c , d) son iguales siempre y cuando sus primeros com­
ponentes sean iguales, y sus segundos componentes sean iguales. 

(a, b) = (c, d) si y s610 si a = c y b = d. 

IIEihi4C.'. Determinacion de la igualdad de conjuntos y de pares ordenados 

Identifique si cada enunciado es falso 0 verdadero. 

a) (3,4) = (5 - 2,1 + 3) b) {3,4} =f. {4, 3} c) (7,4) = (4, 7) 

SOLUCION 

a) Como 3 = 5 - 2 Y 4 = 1 + 3, los primeros componentes son iguales y los segundos com­
ponentes tambien son iguales. El enunciado es verdadero. 

b) Como estos son conjuntos y no pares orden ados, el orden en el cual se listan los ele­
mentos no importa. Como estos conjuntos son iguales, el enunciado es falso. 

c) Los pares ordenados (7, of ) Y (-:! , 7) no son iguales porque no satisfacen los requeri-
mientos de igualdad de los pares ordenados. El enunciado es falso. • •• 

Producto cartesiano de conjuntos 
Un conjunto puede contener pares ordenados como elementos. Si A y B son conjuntos, 
entonces cada elemento de A se puede aparejar con cada elemento de B , y los resultados 
se pueden escribir como pares orden ados. El conjunto de todos estos pares orden ados se 
llama producto cartesiano de A y B , Y se representa como A X B Y se lee "A por B". EI 
nombre del producto se debe al matematico frances Rene Descartes. 

Producto cartesiano de conj~ntos 

El producto carte siano de los conjuntos A y B se define como sigue. 

A X B = {(a, b)l a E A Y b E B} 

II EiUi4C·'M Cilculo de productos cartesianos 

Sea A = {I , 5, 9} y B = {6, 7}. Obtenga cada conjunto siguiente. 

a) AXB 

SOLUCION 

b)B XA 

a) Se apareja cada elemento de A con cada elemento de B. Se escriben los resultados 
como pares orden ados, con el elemento de A escrito primero y el elemento de B en 
segundo lugar. Se escribe el conjunto. 

A X B = {( I , 6), (1,7), (5,6), (5,7), (9,6), (9, 7)} 



EI producto cartesiano del ejemplo 8 
representa todos los resultados pos ibles 

que se obtienen cuando se lanzan dos dados. 
Este producto cartesiano es importante 

cuando se estudian ciertos problemas en 

tecnicas de conteo y probabilidad 

II 
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b) Como B esta primero, este conjunto consiste en pares ordenados que tienen sus com­
ponentes intercambiados cuando se comparan con los del inciso a) . 

B X A = {(6, 1) , (7, 1) , (6, 5), (7, 5) , (6,9) , (7, 9)} .11 

EI orden en el cual se listan los pares orden ados no es importante. Por ejemplo, otro 
modo de escribir B X A en el ejemplo 7b) serfa: 

{(6, 1) , (6, 5) , (6,9), (7, 1) , (7,5) , (7, 9)}. 

EJEMPLO 8 
Obtenci6n del producto cartesiano de un conjunto mult iplicado 
por SI mismo 

Sea A = {1, 2, 3,4, 5, 6}. Calcule A X A. 

SOLUCION 

Se apareja el 1 con cada elemento del conjunto, el 2 con cada elemento del conjunto, y 
asf sucesivamente. 

A X A = {(1, 1), (1,2), (1,3), (1,4) , (1,5), (1,6), 

(2,1), (2, 2) , (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), 

(3, 1) , (3,2), (3,3), (3,4), (3 , 5), (3, 6), 

(4, 1) , (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), 

(5,1), (5,2) , (5,3), (5,4) , (5,5) , (5,6), 

(6,1), (6,2), (6,3), (6, 4), (6,5), (6, 6)} 

A partir del ejemplo 7 se observa que, en general, 

A X B =I: B X A , 

.11 

porque no contienen exactamente los mismos pares orden ados. Sin embargo, cada 
conjunto posee el mismo numero de elementos, seis. Ademas, n(A) = 3, n(B) = 2, Y 
n(A X B) = n(B X A) = 6. Como 3 ·2 = 6, uno podrfa concluir que el numero cardinal del 
producto cartesiano de dos conjuntos es igual al producto de los dos numeros cardinales 
de los conjuntos. E n general , esta conclusion es correcta. 

N'-u""'"m",@ F"e-ro--c-a"=r·d~~in·'"'ai·'··I·~d'-·e~-u·"~' p;od~~'t~ ~ar'te'~'s'=i'a-'i'nn'oF"-' ·-"·-··i;;~! 'f!~····'Y:"::w;;'"··~'-·=!·; 
lj;i 

Si n(A) = a y n(B) = b, entonces, 10 siguiente es verdadero. 

n(A X B) = n(B X A) = n(A) . n(B) = n(B) . n(A) = ab = ba 

111310141.& Obtenci6n de numeros cardinales de productos cartesianos 

Obtenga n(A X B) Y n( B X A) a partir de la informacion proporcionada. 

a) A = {a, b, c, d , e, f, g} Y B = {2, 4, 6} 

SOLUCION 

b) n(A) = 24y n(B) = 5 

a) Como n(A) = 7 Y n(B) = 3, n(A X B) Y n(B X A) son igua les a 7 . 3, es decir, 21. 

b) n(A X B) = n(B X A) = 24 . 5 = 5 . 24 = 120 II. 

Una operacion es una regIa 0 un procedimiento por medio del cual se usa uno 0 mas 
objetos para obtener otro objeto. Las operaciones mas comunes sobre conjuntos se resu­
men en el cuadro de la pagina siguiente. 
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A' 

u 

Figura 10 

u 

La numeraci6n es arbitraria. Los numeros 
senalan cuatro regiones, no numeros 
cardinales ni elementos. 

Figura 11 

II 

,"." .. " .• " •. • .. W.WM·. ,.;W, 'W'" 

Ope'raciones de conjuntos 
;'>0 .. ,'..<0'.0'''' .. '0 .. ",.0 .. A'" "K" '0 .; •. ,:;'. ,,".w,.. .ii;'~ "A.;, 

Sean A Y B conjuntos cualesquiera, y U e1 conjunto universal. 

E1 complemento de A, representado por A' es: 

A' = {xlxE Uy x ~A} . 

La interseccion de A y B es: 

An B = {xix E A y x E B}. 

La union de A y B es: 

A UB= {xlxEAoxEB}. 

La diferencia de A y B es: 

A -B= {xlxEAyx~B}. 

El producto cartesiano de A y B es: 

A xB= {(x,y)lxEAy yEB}. 

Diagramas de Venn 
Se puede usar el diagrama de Venn con un solo conjunto como en la figura 10. El con­
junto universal Use divide en dos regiones: una representa el conjunto A y la otra repre­
senta el conjunto A'. 

Dos conjuntos A y B dentro del conjunto universal sugieren un diagram a de Venn 
como el de la figura 11. La regi6n 1 incluye aquellos elementos fuera de ambos conjuntos 
A y B. La regi6n 2 incluye los elementos que pertenecen a A , pero no a B. La regi6n 3 
incluye aquellos elementos que pertenecen tanto a A como a B. l,C6mo describirfa los 
elementos de la regi6n 4? 

EJEMPEO 10 Sombreado de diagramas de Venn resentar conjuntos 

Dibuje un diagrama de Venn similar al de la figura 11 y sombree la regi6n a regiones que 
represent an cada conjunto. 

a) A' n B b) A' UB' 

SOLUCION 

a) Observe la figura 11. EI conjunto A' contiene tad as los elementos fuera del conjunto 
A; en otras palabras, los elementos en las regiones 1 y 4. EI conjunto B esta confar­
mado par los elementos en las regiones 3 y 4. La intersecci6n de los conjuntos A' y B 
esta farmada par los elementos en la regi6n comun (1 y 4) Y (3 y 4), que corresponde 
ala regi6n 4. Par 10 tanto, A' n B esta representada par la regi6n 4, sombreada en la 
figura 12. Esta regi6n tambien se puede describir como B - A. 

u 

Figura 12 Figura 13 

b) Nuevamente, el conjunto A' esta representado par las regiones 1 y 4, mientras que B' 
esta formado par las regiones 1 y 2. La uni6n de A' y B', el conjunto A' U B' , esta 
integrada par los elementos que pertenecen a la uni6n de las regiones 1,2 Y 4, la cual 
esta sombre ada en la figura 13. 1111111 
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La numeraci6n es arbitraria. Los numeros 
indican regiones, no numeros 
cardinales 0 elementos. 

Figura 15 

(A'nB')nC 

Figura 16 
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II Local izaci6n de elementos en un dia rama de Venn EJEMf!l.:a 11 

Coloque los elementos de los conjuntos en sus ubicaciones correctas en un diagram a de Venn. 

Sean U = {q, r, s, t, u, v, w, x, y, z}, A = {r, s, t, u, v}, y B = {t, v, x}. 

SOlUCION 

Como A n B = {t, v}, los elementos t y v se colocan en la 
region 3 de la figura 14. Los elementos restantes de A, es 
decir, r, s y u van en la region 2. La figura muestra la ubica­
cion correcta de los demas elementos. 

Figura 14 III 

Para incluir tres conjuntos A, B Y C, dentro de un conjunto universal, se dibuja un 
diagrama de Venn como el de la figura 15, donde nuevamente se muestra la numeracion 
arbitraria de las regiones. 

1II3IUI41.I'. Sombreado de un conjunto en un diagrama de Venn 

II 

Sombree el conjunto (A' n B') n C en un diagrama de Venn, similar al de la figura 15. 

SOlUCION 

Primero trabaje dentro del parentesis. Como se muestra en la figura 16, el conjunto A' esta 
formado por las regiones fuera del conjunto A, es decir, las regiones 1,6,7 Y 8. El conjunto 
B' esta integrado por las regiones 1,2,5 Y 6. La interseccion de estos conjuntos esta dada por 
el traslape de las regiones 1,6,7 Y 8, Y las regiones 1,2,5 Y 6, es decir, las regiones 1 y 6. 

Para el diagrama de Venn final se obtiene la interseccion de las regiones 1 y 6 con el 
conjunto C. Como se observa en la figura 16, el conjunto C est a formado por las regiones 
4,5,6 Y 7. El traslape de las regiones 1, 6 Y 4, 5, 6, 7 es la region 6, la region sombre ada de 
la figura 16. II III 

EJEMf!LO 13 Verificaci6n de un enunciado mediante un dia rama de Venn 

EI enunciado (A n B)' = A' U B', z,es verdadero para todos los conjuntos A y B? 

SOlUCION 

Para facilitar la solucion, use las regiones identificadas en la figura 11. EI conjunto 
A n B esta formado por la region 3, de modo que (A n B)' esta integrado por las regio­
nes 1,2 Y 4. Estas regiones estan sombreadas en la figura 17 a). 

Para obtener el diagrama de Venn del conjunto A' U B', se verifica primero que A' 
esta formada por las regiones 1 y 4, mientras que el conjunto B' incluye las regiones 1 y 2. 
Finalmente, A' U B' se integra con las regiones 1 y 4, 01 Y 2, es decir, las regiones 1,2 Y 4. 
Estas regiones estan sombre ad as en la figura 17 b). 

(A n B)' esta sombreada. 
a) 

A' U B' esta sombreada. 
b) 

Figura 17 

El hecho de que las mismas regiones esten sombreadas en ambos diagramas de Venn 
sugiere que 

(A nB)' = A' UB'. nil 
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Leyes de De Morgan 
EI resultado del ejemplo 13 se puede expresar con palabras. 

El complemento de la interseccion de dos conjuntos es igual a la union de los com­
plementos de los dos conjuntos. 

Como consecuencia, es natural preguntarnos si tam bien es verdad que el complemento 
de la uni6n de dos conjuntos es igual a la intersecci6n de los complementos de los dos 
conjuntos (don de las palabras "interseccion" y "union" se sustituyen entre sf). E I espe­
cialista en logica, el britanico Augustus de Morgan (1806-1871) , investigo este asunto y 
encontro que es verdadero. (Vease la nota al margen de la pagina 21). A continuacion se 
presentan las dos leyes de De Morgan para conjuntos. 

Leyes de De Morgan, para conjuntos . 

Para dos conjuntos A y B , 

(A nB)' = A ' UB' Y (A UB)' = A' nB'. 

Los diagramas de Venn de la figura 17 demuestran de forma contundente el ca racter 
verdadero de la primera de las leyes de De Morgan. Proporcionan una conjetura . Las 
pruebas reales de las Ie yes de De Morgan requerirfan metodos utilizados en cursos mas 
avanzados de teorfa de conjuntos. 

IIEIM';!-"- Descripcion de regiones en diagramas de Venn utilizando simbolos 

E n los siguientes diagramas de Venn, haga una descripcion simbolica de la region som­
breada, usando A , B , n , U, - y , las veces que sea necesario. 

a) b) 

u ~ u ~ 
c) Remftase a la figura del inciso b) y encuentre dos maneras mas para describir la 

region sombreada. 

SOLUCION 

a) La region sombreada pertenece a los tres conjuntos, A , B Y C. Por 10 tanto, la region 
corresponde a 

A nBn c. 

b) La region sombreada se encuentra en el conjunto B, y no pertenece a A ni a C. Como 
no pertenece a A , se encuentra en A ' ; 10 mismo ocurre con C. Por 10 tanto, la region 
se encuentra en B, A' Y C', y es igual a: 

BnA' n C' . 

c) La region sombreada ocupa totalmente B con excepcion de las regiones que pertene­
cen tanto a A como a C. Esto sugiere la idea de la diferencia de conjuntos. La region 
se puede describir como: 

B - (A U C) , 0 de manera equivalente , B n (A U C) '. ... 
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Asocie cada terminG del grupo I con la descripci6n apropiada 
(A a F) del grupo Il. Suponga que A y B son conjuntos. 

1. La intersecci6n de A y B. 

'2. La uni6n de A y B. 

3. La diferencia de A y B . 

4. El complemento de A. 

I 

5. El producto cartesiano de A y B. 

6. La diferencia de B y A . 

II 

A. El conjunto de elementos de A que no estan en B. 

B. El conjunto de elementos comunes a A y B. 

C. El conjunto de elementos en el conjunto universal que no 
estan en A. 

D. El conjunto de elementos en B que no estan en A . 

E. El conjunto de pares ordenados tal que cada primer elemento 
pertenece a A y cada segundo elemento pertenece a B, con 
cada elemento de A aparejado con cada elemento de B. 

F. El conjunto de elementos que se encuentran en A 0 en B 0 

enA y B. 

Realice las operaciones indicadas, y designe cada respuesta 
usando el m etodo de listado. 

Sea U = { a , b, c, d, e, f, g} , X = {a, c, e, g}, 

y = { a, b, c} y Z = {b, c, ct, e, f} . 

7. Xny 8. XU Y 9. YUZ 

10. ynZ 11. XU U 12. yn U 

13. X' 14. Y' 

15. X' n Y' 16. X' nz 

17.xU(Ynz) 18. yn (XU Z) 

19. (Y n Z') U X 20. (X' U Y') U Z 

21. (ZUX') ' nY 22. (yn X')' U Z' 

23. X - Y 24. Y - X 

25. xn (X - Y) 26. YU (Y - X) 

27. X' - Y 28. Y' - X 

29. (Xn Y') U (YnX') 30. (Xn Y') n (YnX') 

Describa cada conjunto con palabras. 

31. A U (B' n C) 

33. (C - B) U A 

35. (A - C) U (B - C) 

32. (AnB')U(BnA ' ) 

34. B n (A' - C) 

36. (A ' n B') U C 

Efectos nocivos del alcohol y el tabaco La siguiente tabla !ista 
algunos efectos nocivos comunes del consumo prolongado de 
tabaco y alcohol. 

Tabaco 

Dano al higado, e 
Dano al cerebro, h 
Cancer, c 

Alcohol 

Dana al hfgada, I 
Dana al cerebro, b 
Dano al corazon, h 

Sea Tel conjunto de los efectos listados del consumo de tabaco 
yAel conjunto de los efectos listados del consumo de alcohol. 
Obtenga cada conjunto. 

37. El conjunto universal V mas pequeno posible que incluya 
todos los efectos listados. 

38. A' 39. T' 40. TnA 

41. TU A 42. TnA ' 

Describa con palabras cada conjunto de los ejercicios 43 a 48. 

Sean V = el conjunto de todas las devoluciones de impuestos, 
A = el conjunto de todas las devoluciones de impuestos 

con las deducciones desglosadas, 
B = el conjunto de todas las devoluciones de impuestos 

mostrando los ingresos de negocios, 
C = el conjunto de todas las devoluciones de impuestos 

presentadas en 2009, 
D = el conjunto de todas las devoluciones de impuestos 

seleccionadas para auditorfa. 

43. B U C 

46. D U A' 

44. AnD 

47. (A UB ) - D 

45. C - A 

48. (CnA)nB' 
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Suponiendo que A y B representan dos conjuntos cualesquiera, 
identifique cada enunciado como siempre verdadero 0 no siem­
pre verdadero. 

49. A ~ (A U B) 

50. A ~ (A n B) 

51. (A nB) ~A 

52. (A U B) ~A 

53. n(A U B) = n eA l + nCB) 

54. n(A U B ) = neAl + nCB) - n (A n B) 

En los ejercicios 55 a 60, use los resultados de los incisos a) y b) 
para contestar el inciso c). 

Sea U = {1 ,2, 3, 4, S} , X = {1,3, S}, y = {l,2, 3} 
Y Z = {3 , 4, S}. 

55. a) Obtenga XU Y. 
b) Obtenga Y U x. 
c) Enuncie una conjetura. 

56. a) Obtenga X n y. 
b) Obtenga Y n x. 
c) Enuncie una conjetura. 

57. a) Obtenga XU (Y U Z). 
b) Obtenga (X U Y) U Z . 
c) Enuncie una conjetura. 

58. a) Obtenga X n (Y n Z). 
b) Obtenga (Xn Y) n Z. 
c) Enuncie una conjetura. 

59. a) Obtenga (XU Y)'. 
b) Obtenga X' n Y'. 
c) Enuncie una conjetura. 

60. a) Obtenga (Xn Y)'. 
b) Obtenga X' U Y' . 
c) Enuncie una conjetura. 

En los ejercicios 61 y 62, sea X el conjunto integrado por las 
diferentes letras de su apellido. 

61. Obtenga XU 0 Y enuncie una conjetura. 

62. Obtenga X n 0 y enuncie una conjetura. 

1ndique si cada enunciado es verdadero 0 falso. 

63. (3,2) = (S - 2, 1 + 1) 

64. (10,4) = (7 + 3, S - 1) 

65. (6,3) = (3,6) 

66. (2,13) = (13,2) 

67. {6, 3} = {3,6} 

68. {2, 13} = {13, 2} 

69. {(1 , 2) , (3 , 4)} = {(3, 4) , (1 , 2)} 

70. {(S , 9) , (4 , 8) , (4 , 2)} = {(4,8) , (S,9),(4 , 2)} 

Obtenga A x B Y B x A para A y B definidos como sigue. 

71. A = {2,8,12} , B = {4, 9} 

72. A = {3, 6, 9, 12} , B = {6, 8} 

73. A = {d,o,g} , B = {p, i,g} 

74. A = {b, l,u,e} , B = {r,e , d} 

En los conjuntos especificados en los ejercicios 75 a 78, use la 
informaci6n proporcionada para obtener n(A X B) Y n(B X A). 

75. Los conjuntos del ejercicio 71. 

76. Los conjuntos del ejercicio 73. 

77. neAl = 3S Y nCB) = 6. 

78. neAl = 13 Y nCB) = S. 

Obtenga el nLimero cardinal especificado. 

79. Si n(A X B) = 72 Y n(A) = 12, obtenga nCB). 

80. Si n(A X B) = 300 y nCB) = 30, obtenga neAl. 

Coloque los elementos de estos conjuntos en las ubicaciones 
correctas en el diagrama de Venn proporcionado. 

81. Sean U = {a, b, c, d, e, t , g}, 

A = {b, d, t,g}, 

B = {a,b, d , e, g}. 

u 

82. Sean U = {S,6, 7, 8,9, 10, 11,12, 13} 

Ai = {S,8 , 10, II}, 

N = {S, 6,7,9,10}. 

u 
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Vse un diagrama de Venn similar al mostrado a continuaci6n 
para sombrear cada conjunto. 

u 

83. B nA' 

8S. A' U B 

87. B' UA 

89. B' n B 

91. B' U (A' n B') 

93. V ' 

84. AU B 

86. A' n B' 

88. A' UA 

90. An B' 

92. (A n B) U B 

94.0' 

En los ejercicios 95 y 96, coloque los elementos de estos conjun­
tos en la ubicaci6n correcta en un diagrama de Venn similar al 
mostrado a continuaci6n. 

u 

9S. Sean V = {m,n , o,p, q, r, s, t, u,v, w}, 

A = {m,n, p, q, r, t} , 

B = {m, 0 , p, q, s, u}, 

C = {m, 0 , p, r , s, t, u, v} . 

96. Sean V = {I , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , 

A = {I, 3, 5, 7}, 

B = {l,3,4,6,8}, 

C = {1,4,S,6,7,9} . 

Vse un diagrama de Venn para sombrear cada conjunto. 

97. (A n B) n C 98. (AnC' )UB 

99. (A n B) U C I 100. (A' n B) n C 

101. (A' n B') n C 102. (A U B) U C 

103. (A n B ') U C 104. (AnC)nB 

lOS. (A n B') n C' 106. (A' nB') U C 

107. (A' n B') U C ' 108. (AnB)'UC 

Escriba una descripci6n simb6lica de cada area sombreada. Vse 
los simbolos A, B, C, n, U, - Y I tantas veces como sea necesario. 
Puede haber mas de una respuesta. 

109 . .--...,.-____ ---, 110. r---------, 

u 

111. 112. 

u 

Suponga que A y B son conjuntos. Describa las condiciones en 
las cuales cada enunciado serfa verdadero. 

117. A = A - B 

119. A = A - 0 

121. A U 0 = 0 

123. A no = A 

12S. A U A = 0 

127. A U B = A 

118. A = B - A 

120. A = 0 - A 

122. A no = 0 

124. AU 0 = A 

126. AnA = 0 

128. AnB = B 

: '_I .. • .. .. ... ... D •• • A.a 1. J. ... " ... . 

. ~ .' .~ _L . ' .. .J I c. C ,.lit , 
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En los ejercicios 129 a 135, dibuje dos diagramas de Venn ade­
cuados para identificar si el enunciado es siempre verdadero 0 

no siempre verdadero. 

135. (A U B)' =A' n B' 
(Segunda ley de De Morgan). 

129. AnA' = ¢ 

131. (A n B) ~ A 

130. A UA' = U 
136. Si A Y B son conjuntos, i,neeesariamente es verdad que 

n(A - B) = n(A) - nCB)? 

132. (A U B) ~ A 137. Si Q = {xix es un numero raeional} y H = {xix es un 
numero irraeional}, deseriba eada conjunto. 133. SiA ~ B, entonees A U B = A. 

134. SiA ~ B , entonees A n B = B. 

IIIIII 

Figura 18 

a) QUH 

b) QnH 

2.4 ENCUESTASY NUMEROS CARDINALES 

Encuestas • Formula para obtener numeros cardinales • Tablas 

Encuestas 
Los problemas que implican a conjuntos de personas (u objetos) en ocasiones requieren 
el analisis de informacion conocida acerca de ciertos subconjuntos, para as! obtener 
numeros cardinales de otros subconjuntos. En esta seccion aplicaremos tres tecnicas 
para solucionar este tipo de problemas: diagramas de Venn, formulas para numeros car­
dinales y tablas. Es bastante frecuente (aunque no siempre) obtener la "informacion 
conocida" a traves de una investigacion. 

Suponga que en una universidad se pide a un grupo de estudiantes comparar algu­
nas peJfculas de dibujos animados, y se genera la siguiente informacion. 

A 341es gusta Up 

A 29 les gusta The Princess and the Frog 

A 26 les gusta Fantastic Mr. Fox 

A 161es gust an Up y Princess 

A 121es gustan Up y Mr. Fox 

A 10 les gustan Princess y Mr. Fox 

A 4 les gustan las tres peJfculas 
A 5 no les gusta ninguna de estas peJfculas 

Para determinar el numero total de estudiantes investigados, no podemos sumar los 8 
numeros citados anteriormente, porque existen superposiciones. Por ejemplo, en la 
figura 18, los 34 estudiantes a quienes les gusta Up no deben estar ubicados en la region 
b, sino distribuirse entre las regiones b, c, dy e, de una manera que sea congruente con 
el total de datos proporcionados. (La region b en realidad incluye a los estudiantes a 
quienes les gusta Up, pero no les gusta The Princess and the Frog y no les gusta Fantastic 
Mr. Fox). 

Debido a que, al principio, no sabemos como distribuir a los 34 que les gusta Up, 
buscamos primero datos mas manejables. La lista total mas pequena, los 4 estudiantes a 
quienes les gustan las tres pelfculas, se puede colocar en la region d (Ja interseccion de los 
tres conjuntos). Los 5 a los que no les gusta ninguna de las tres pel!culas deben ubi carse 
en la region a. Luego, los 16 a quienes les gusta Up y Princess deben ir en las regiones d 
y e. Como la region d ya contiene 4 estudiantes, debemos colocar: 

16 - 4 = 12 en la region e. 

Como a 12 estudiantes les gustan Up y Mr. Fox (regiones c y d), colocamos: 

12 - 4 = 8 en la region c. 

Ahora que las regiones c, dye incluyen a 8, 4 y 12 estudiantes, respectivamente, debe­
mos colocar: 

34 - 8 - 4 -12 = 10 en la region b. 

Mediante un razonamiento similar, a todas las regiones se les asignan los numeros 
correctos. Vease la figura 19 de la siguiente pagina. 



a 

Figura 19 

u 12 

Figura 20 

II 
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EJEMPLO I Ani lisis de una encuesta 

Use los datos de la encuesta de preferencias de los estudiantes por las pelfculas de dibu­
jos animados, como se resumen en la figura 19, para contestar las siguientes preguntas: 

a) i,A cuantos estudiantes les gusta solo Fantastic Mr. Fox? 

b) i,A cuantos estudiantes les gustan exactamente dos pelfculas? 

c) i, Cuantos"estudiantes fueron encuestados? 

SOLUCION 

a) EI estudiante al que solo Ie gusta Mr. Fox no Ie gusta Up y no Ie gusta Princess. Estos 
estudiantes estan dentro de las regiones de Mr. Fox y fuera de las regiones de Up y 
Princess. La region h es la adecuada en la figura 19, y vemos que a 8 estudiantes les 
gusta solo Fantastic Mr. Fox. 

b) A los estudiantes de las regiones c, e y g les gustan exactamente dos pelfculas. EI 
numero total de estos estudiantes es: 

8 + 12 +6 =26. 

c) Cad a estudiante encuestado se ha colocado exactamente en una region de la figura 19, 
de modo que el numero total de encuestados es la suma de los numeros de las ocho 
regiones: 

5 + 10 + 8 + 4 + 12 + 7 + 6 + 8 = 60. .11 

Formula para obtener numeros cardinales 
Si los numeros mostrados en la figura 20 son los numeros cardinales de las regiones indi­
viduales, entonces: 

y 

n(A) = 5 + 3 = 8, n(B) = 3 + 7 = 10, n(A n B) = 3, 

n(A U B) = 5 + 3 + 7 = 15. 

Observe que n(A U B) =n(A) +n(B) - n(A n B) porque 15 =8+ 10 - 3. Esta relacion 
es verdadera para dos conjuntos A y B cualesquiera. 

rmula pat~ rllJ 
,"",'~;;'''';o .. 8.";,,,,;;,,,,;,,,,.;,,,.,,,,,,,,,,MSL';'''''''''''.-I''i''''@'' 

Para dos conjuntos A y B cualesquiera, 10 siguiente es verdadero: 

n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A n B) 

Esta formula se puede replantear para obtener cualquiera de sus cuatro terminos 
cuando se conocen los demas. 

1I'#'U'9S-" Aplicacion de la formu la para obtener numeros cardinales 

Obtenga n(A) si n(A U B) = 22, n(A n B) = 8, y n(B) = 12. 

SOLUCION 

Aplicamos la formula cardinal para obtener n(A). 

n(A) = n(A U B) - n(B) + n(A n B) 

= 22 - 12 + 8 

= 18 II. 
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Figura 21 

II 

Algunas veces, incluso cuando la informacion se presenta como en el ejemplo 2, es 
mas conveniente ajustar esa informacion a un diagrama de Venn como en el ejemplo 1. 

EJEMPIJ.:O 3 Amilisis de los datos de un informe 

Scott Heeren, quien Iidera un grupo de ingenieros de software que investigan activida­
des ilegales en redes sociales, reporto la siguiente informacion: 

T= el conjunto de los miembros del grupo que siguen patrones en Twitter. 

F= el conjunto de los miembros del grupo que siguen patrones en Facebook. 

L = el conjunto de los miembros del grupo que siguen patrones en LinkedIn. 

neT) = 13 

n(F) = 16 

n(L) = 13 

neT n F) = 9 

n(F n L) = 10 

neT n L) = 6 

(,Cuantos ingenieros hay en el grupo de Scott? 

SOLUCION 

neT n F n L) = 5 

neT' n F' n L') = 3 

Los datos de Scott se representan en la figura 21. La suma de los numeros del diagram a 
proporciona el numero total de ingenieros en el grupo. 

3 + 3 + 1 + 2 + 5 + 5 + 4 + 2 = 25 .11 

Tablas 
Algunas veces la informacion aparece en una tabla en lugar de un diagrama de Venn, 
pero las ideas basicas de union e interseccion son las mismas. 

111S'dipe-.' Analisis de los datos de una tabla 

Melanie Cutler, la oficial encargada de la cafeteria en una base militar, querfa saber si la 
bebida preferida en el almuerzo por los hombres y las mujeres enlistados dependfa de 
la edad. Un dfa determinado, Melanie clasificolos patrones del almuerzo de acuerdo 
con la edad y la bebida preferida, y registro los resultados en una tabla. 

Bebida 

Bebida de 
cola (C) Te frio (I) Te dulce (S) Totales 

18-25 (Y) 45 10 35 90 
Edad 26-33 (M) 20 25 30 75 

Mayor de 33 (0) 5 30 20 55 

Totales 70 65 85 220 

Usando las letras de la tabla, obtenga el numero de personas en cada conjunto. 

a) ynC b) 0' U I 

SOLUCION 

a) EI conjunto Y incluye a todo el personal representado a 10 largo de la fila superior de 
la tabla (90 en total), mientras que C incluye a los 70 de la columna izquierda. La inter­
seccion de estos dos conjuntos es exactamente la entrada superior izquierda, es decir, 
45 personas. 

b) EI conjunto 0' excluye la fila inferior, de modo que incluye la primera y segunda filas. EI 
conjunto I incluye solamente la columna de en medio. La union de los dos conjuntos 
representa: 

45 + 10 + 35 + 20 + 25 + 30 + 30 = 195 personas. II. 



Use los numeros que representan cardinalidades en los diagra­
mas de Venn para indicar la cardinalidad de cada CO/1junto 
esp ecificado. 

1. 

C©2 
5 

. ! H 

u 

2. 5 

3. 

4. 

u 

a) A n B n C 

c) An B' n C 

e) A' nB' n C 

g) A' nB n C' 

a) AnBnC 

c) A nB' n C 

e) A' nB' n C 

g) A' n B n C' 

a) An B b) AU B 

c) A n B' d) A' r; B 

e) A'nB' 

a) A nB 

c) An B ' 

e) A'nB' 

b) AU B 

d) A' n B 

b) A nBnC' 

d) A' nBn C 
f) A n B ' nC' 

h) A' n B ' n C' 

b) An B n C' 

d) A'nBnc 

f) A nB' n C' 

II) A' n B ' n C' 

En los ejercicios 5 a 10, utilice la f6rmula adecuada. 

S. Obtenga el valor de n(A U B) si n(A) = 12, /1(B) = 14, Y 
/1(A n B) = 5. 

6. Obtenga el valor de n(A U B) si n(A) = 16, /1(B) = 28, Y 
n(A n B) = 5. 

7. Obtenga el valor de n(A n B) si n(A) = 20, n(B) = 12, Y 
n(A U B) =25. 

8. Obtenga el valor de n(A n B) si n(A) = 20, n(B) = 24, Y 
n(A U B) = 30. 
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I 
9. Obtenga el valor de n(A) si n(B) = 35, n(A n B) = 15, Y 

n(A U B) = 55. 

10. Obtenga el valor de n(B) si n(A) = 20, n(A n B) = 6, y 
n(A U B) = 30. 

Dibuje el diagrama de Venn adecuado y use la informaci6n pro­
porcionada para completar el numero de elementos en cada 
regi6n. 

11. n (A ) = 19, n(B) = 13, n(A U B ) = 25, n(A ') = 11 

12./1(U) = 43, n(A) = 25, n(AnB) = 5, /1(B') = 30 

13. n(A') = 25, n(B) = 28, n(A' U B') = 40, 
n(A n B) = 10 

14. n (A U B ) = 15, n(A n B ) = 8, n(A) = 13, 
n (A' U B ') = 11 

15. n(A) = 57, n(A n B) = 35, n(A U B ) = 81 , 
n (An BnC ) = 15, n(AnC)= 21, n(BnC )= 25, 

/1(C) = 49, n(B') = 52 

16. n(A) = 24, n(B) = 24, n( C) = 26, n(A n B) = 10, 
n(B n C) = 8, n(A n C) = 15, n(A n B n C) = 6, 
n( U) = 50 

17. n(A) = 15, n(A n B n C) = 5, n(A n C) = 13, 
n (A n B ') = 9, /1 (B n C) = 8, n (A' n B ' n C') = 21, 
n (BnC' ) = 3, n(BUC) = 32 

18. n (A n B ) = 21, n(A n B n C) = 6, n (A n C) = 26, 
n (B n C) = 7, n (A n C') = 20, n (B n C') = 25, 
n(C) = 40, n (A' n B ' n C') = 2 

Use diagram as de Venn para resolver cada problema. 

19. Escritura y produccion de musica Joe Long trabaj6 en 
nueve proyectos musicales el ano pasado. 

Joe Long. Bob Gaudio. Tommy DeVito y Frankie Valli 
Las cuatro estaciones 

Escribi6 y produjo 3 proyectos. 
Escribi6 un total de 5 proyectos. 
Produjo un total de 7 proyectos. 

a) i,Cwlntos proyectos escribi6, pero no produjo? 
b) i,Cwlntos proyectos produjo, pero no escribi6? 



72 III CAPiTULO 2 Conceptos basicos de la teorfa de conjuntos 

20. Coleccion de discos compactos Gitti Lindner es admira­
dor de la musica de Paul Simon y Art Garfunkel. En su 
coleccion de 25 discos compactos, tiene los siguientes: 

5 en los que cantan tanto Simon como Garfunkel 
7 en los que canta Simon 
8 en los que canta Garfunkel 

15 en los que no canta Simon ni Garfunkel. 

a) (,En cuantos de sus discos aparece solo Paul Simon? 
b) (,En cuantos de sus discos aparece solo Art Garfunkel? 
c) (,En cuantos discos aparece al menos uno de estos dos 

artistas? 
d) (,En cuantos discos aparece cuando mucho uno de estos 

dos artistas? 

21. Respuesta de admiradores a cantantes Julie Davies, un 
analista de la cultura pop, querfa evaluar el atractivo de dife­
rentes cantantes. Ella entrevisto a 65 admiradores de cantan­
tes y determino 10 siguiente: 

A 37 les gusta lazmine Sullivan 
A 361es gusta Carrie Underwood 
A 311es gusta Brad Paisley 
A 141es gust an Jazmine y Carrie 
A 21 les gust an lazmine y Brad 
A 14 les gustan Carrie y Brad 
A 8 les gustan todos los cantantes 

(,A cuantos de estos admiradores: 

a) les gustan exactamente dos de estos cantantes? 

b) les gusta exactamente uno de estos cantantes? 

c) no les gusta ninguno de estos cantantes? 

d) les gust a lazmine, pero no Carrie ni Brad? 

e) les gusta Brad y exactamente uno de los otros dos? 

22. Ayuda financiera a estudiantes En la universidad de Loui­
siana , la mitad de los 48 estudiantes .de matematicas reci­
bieron ayuda financiera federal como sigue: 

5 tenfan financiamiento Pell Grant 
14 participaban en el College Work Study Program 
4 ten fan becas TOPS 
2 tenfan becas TOPS y participaban en el Work Study. 

Aquellos con financiamiento Pell Grant no recibfan otro 
tipo de ayuda federal. 

(,Cuantos de los 48 estudiantes de matematicas: 

a) no ten fan ayuda federal? 

b) recibfan mas de una de estas tres formas de ayuda? 

c) recibfan ayuda federal djferente de estas tres formas de 
ayuda? 

d) tenfan una beca TOPS 0 Work Study? 

e) recibfan exactamente una de estas tres formas de 
ayuda? 

23. Habitos al cocinar Eric Dangerfield entrevisto a 140 per­
sonas en un centro comercial suburbano para averiguar 
algunos de sus habitos al cocinar. Obtuvo los resultados 
que se muestran en la siguiente columna. 

58 usan hornos de microondas 
63 usan estufas electricas 
58 usan estufas de gas 
19 usan hornos de microondas y estufas electricas 
17 usan hornos de microondas y estufas de gas 
4 usan tanto estufas de gas como electricas 
1 usa los tres tipos 

a) (,Cuantos usan exactamente dos de estas clases de apa­
ratos domesticos? 

b) (,Cuantos usan al menos dos de estas clases de aparatos 
domesticos? 

24. Creencias religiosas de minorias Se encuesto a 140 adul­
tos estadounidenses. 

Sean A = el conjunto de encuestados que creen en la astro­
logfa , 

R = el conjunto de encuestados que creen en la reen­
carnacion, 

Y = el conjunto de encuestados que creen en la espi­
ritualidad del yoga. 

La investigacion arrojo la siguiente informacion: 

n(A ) = 35 

n(R) = 36 

n ( Y )= 32 

n (A n R) = 19 

(, Cuantos de los encuestados: 

n(R n Y) = 8 

n(A n Y ) = 10 

n (A nRn Y ) = 6 

a) creen en la astrologfa , pero no en la reencarnacion? 

b) creen al menos en una de est as tres corrientes? 

c) creen en la reencarnacion, pero en ninguna de las otras? 

d) creen exactamente en dos de estas tres corrientes? 

e) no creen en ninguna de las tres corrientes? 

25. Encuesta sobre actitudes hacia la religion Investigadores 
encuestaron a varias personas y registraron los siguientes 
datos. De todos los entrevistados: 

240 piensan que Hollywood es hostil con las religiones 
160 piensan que los medios son hostiles con la religion 
] 81 piensan que los cientfficos son hostiles con la reli-

gion 
145 piensan que Hollywood y los medios son hostiles 

con la religion 
122 piensan que los cientfficos y los medios son hostiles 

con la religion 
80 piensan que exactamente dos de estos grupos son 

hostiles con la religion 
110 piensan que los tres grupos son hostiles con la reli­

gion 
219 piensan que ninguno de estos tres grupos es hostil 

con la religion. 

(,Cuantos sujetos: 

a) fueron encuestados? 

b) piensan que exactamente uno de estos tres grupos es 
hostil con la re ligion? 



26. Metas de los estudiantes Carol Britz, quien vende libros 
de texto, entrevisto a estudiantes de primer ano en el plan­
tel de una universidad para averiguar las metas principales 
de los estudiantes en la actualidad. 

Sean W = el conjunto de aquellos que quieren estar sa­
ludables, 

F= el conjunto de aquellos que quieren formar una 
familia, 

E = el conjunto de aquellos que quieren ser exper­
tos en sus campos de estudio. 

Los descubrimientos de Carol se resumen aquf. 

n(W) = ]60 

n(F) = ]40 

n(E) = 130 

n(WnF) = 95 

n(E n F) = 90 

n(Wn Fn E) = 80 

n(E') = 95 

n[(WU FU E)'] = 10 

Obtenga el numero total de estudiantes entrevistados. 

27. Sintomas de pacientes en un hospital Jesse Fisher realizo una 
investigacion entre 75 pacientes de la unidad de cardiologfa 
del hospital Santa Fe durante un periodo de dos semanas. 

Sean B = el conjunto de pacientes con presion sangufnea 
alta, 

C = el conjunto de pacientes con niveles altos de co­
lesterol , 

S = el conjunto de pacientes que fuman. 

Los datos de Jesse son los siguientes: 

n(B) = 47 

n(C) = 46 

n(BnS)=33 

n(B n C) = 31 

n(S) =52 n(BnCnS)=2l 

n[(BnC) U (BnS) U (CnS)] = 5] 

Obtenga el numero de estos pacientes que: 

a) tienen niveles de presion 0 colesterol altos, pero no ambos 

b) tienen menos de dos de las indicaciones listadas 

c) son fumadores, pero no tienen niveles altos de coleste­
rol ni presion alta 

d) no tienen exactamente dos de las indicaciones listadas. 

28. Temas de canciones Alguna vez se dijo que las canciones 
del estilo country se refieren a tres temas basicos: amor, 
carcel y camiones de carga. Una investigacion de la radio 
local produjo los siguientes datos. 

12 canciones acerca de conductores de camiones que 
estan enarnorados rnientras se encuentran en prision 

13 acerca de un prisionero enarnorado 
28 ace rca de una persona enarnorada 
18 ace rca de un conductor de carnian enarnorado 

3 ace rca de un conductor de carnian en prision que no 
esta enarnorado 

2 acerca de personas en prision que no estan enarno­
radas y no conducen carniones 

8 acerca de personas que estan fuera de prision, que 
no estan enarnoradas y no conducen carniones 

]6 ace rca de conductores de carniones que no estan en 
prision 
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a) (,Cuantas canciones se analizaron? 

Obtenga el numero de canciones acerca de: 

b) conductores de carniones c) prisioneros 

d) conductores de carniones en prision 

e) personas que no estan en prision 

j) personas que no estan enarnoradas. 

29. Use la siguiente figura para obtener los nurneros de regio­
nes que pertenecen a cad a conjunto. 

a) An B n cn D 

b) AU B U CU D 

c) (A nB) U (CnD) 
d) (A' nB')n(CUD) 

30. Espectadores de deportes Una investigacion de 130 televi-
dentes dice que: 

52 ven futbol 
56 ven basquetbol 
62 ven tenis 
60 ven golf 
21 ven futbol y basquetbol 
19 ven futbol y tenis 
22 ven basquetbol y tenis 
27 ven futbol y golf 
30 ven basquetbol y golf 
21 ven tenis y golf 

3 ven futbol, basquetbol y tenis 
15 ven futbol, basquetbol y golf 
10 ven futbol, tenis y golf 
10 ven basquetbol, tenis y golf 

3 ven estos cuatro deportes 
5 no ven ninguno de estos cuatro deportes 

Use un diagrarna de Venn para contestar cada pregunta. 

a) (,Cuantos de estos televidentes ven futbol, basquetbol y 
tenis, pero no golf? 

b) (,Cuantos ven exactarnente uno de estos cuatro deportes? 

c) (,Cuantos ven exactarnente dos de estos cuatro deportes? 
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Resuelva cada problema. 

31. Posiciones en el basquetbol Donna DePaulis tiene un 
programa de basquetbol en California. En el primer dla de 
la temporada, se presentaron 60 mujeres j6venes y fueron 
clasificadas por edad y por su posici6n preferida, como se 
muestra en la siguiente tabla. 

32. Alojamiento del ejercito Un estudio de las tendencias de 
alojamiento del ejercito estadounidense clasifica al per­
sonal como oficiales comisionados (e), oficiales de planta 
(W) 0 enlistados (E), y sus instalaciones de vivienda como 
la base (B), renta fu era de base (R) 0 propiedad fuera de 
base (0). Un estudio arroj6 los siguientes datos. 

Junior 
(preparatoria) (J) 

Edad Senior 
(preparatoria) (S) 

Universidad (C) 

Totales 

Escolta 
(G) 

9 

12 
5 

26 

Posicion 

Alero 
(F) 

6 

5 
8 

19 

Base 
(N) Totales 

4 19 

9 26 
2 15 

15 60 

Viviendas 

B R 0 Totales 

C 12 29 54 95 
Personal W 4 5 6 15 

E 374 71 285 730 

Totales 390 105 345 840 

Obtenga la cantidad de personal en cada uno de los sigui en­
tes conjuntos. 

Usando los conjuntos de la tabla identificados con letras, 
obtenga el numero de jugadoras en cada uno de los siguien­
tes conjuntos. 

a) wno 
c) R'UW' 

e) (en B ) U (EnO) 

b) eu B 

d) (eUW)n( B UR) 

f) Bn(WUR)' 

a) In C b) snN c) NU (SnF) 

d) s' n (C U N) e) (S nN')U(enC') 

j) N' n (s' n C') 

33. l,Podrfa presentarse la info rmaci6n del ejemplo 4 en un 
di agrama de Venn similar al de los ejemplos 1 y 37 Si es aSI, 
construya el diagrama. De 10 contrario, explique la diferen­
cia principal del ejemplo 4. 

34. Explique c6mo se puede deducir una f6rmula para nume­
ros cardinales en el caso donde se presentan Ires conjuntos. 
Especfficamente, proporcione una f6rmula que relacione 
n(A U B U e) con 

n(A), nCB) , nee), n(A n B), n(A n e), 

nCB n e), y n(A n B n e). 

Ilustre con un diagrama de Venn. 

EXT ENS I 6 N Conjuntos infinitos y sus cardinalidades 
Correspondencia uno a uno y conjuntos equivalentes • EI numero cardinall'i o 
• Conjuntos infinitos • Conjuntos que no son numerables 

Correspondencia uno a uno y conjuntos equivalentes Georg Cantor, 
cuyo perfil se present6 en la pagina 44, encontr6 mucha resistencia a finales del siglo XIX 

cuando desarroll6 la teorfa de conjuntos moderna, debido a sus ideas sobre conjuntos 
infinitos. Sin embargo, los resultados que aquf se discuten se aceptan comunmente en la 
actualidad. Recuerde 10 siguiente de la seccion 2.1. 

1. El numero cardinal de un conjunto es el numero de elementos que contiene. 

2. Dos conjuntos son equivalentes si sus numeros cardinales son iguales. 

3. Un conjunto es in/inita si sus numeros cardinales son "demasiado grandes" para ubi­
carse entre los numeros enteros no negativos. 



En griego, la palabra paradoja signi ficaba 
originalmente "opinion incorrecta", y era 10 
contra rio de ortodoxia, que significaba 
"opinion correcta". Con el correr de los 
arios, el significado de la palabra cambia a 
contradiccion. 

Antes del siglo xx se consideraba una 

paradoja que cualquier conjunto pudiera 
colocarse en correspondencia uno a uno 

con un subconjunto propio de sf mismo. 

Esta paradoja, Il amada paradoja de 
Galileo, en honor del mate matico y 

cientifico del siglo XVI, Galileo (vease la 

fotografial. se explica ahora diciendo que 
la habilidad para hacer tal correspond en cia 

es la manera como distinguimos los 
conjuntos finitos de los conjuntos infinitos. 

Lo que es verdad para conjuntos finitos, 

no necesariamente es verdad para 
conjuntos infinitos. 
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Podemos establecer facilmente la equivalencia de dos conjuntos finitos si contamos sus 
elementos y comparamos sus numeros cardinales. Pero los elementos de un conjunto 
infinito no se pueden contar de la misma manera. Cantor enfrento esta dificultad usando 
la idea de correspondencia uno a uno (0 correspondencia biunfvoca) entre conjuntos. 
Los conjuntos A = {I, 2, 3} Y B = {3, 6, 9}, por ejemplo, se pueden colocar en esta corres­
pondencia de la siguiente manera (entre otras): 

{I , 2, 3} 

t 1 t 
{3, 6, 9}. 

Esta correspondencia es "uno a uno" porque cad a elemento de cada conjunto esta apa­
rejado con exactamente un elemento del otro conjunto. La equivalencia entre A y B se 
denota como A ~ B . 

Por otro lado, los conjuntos C = {I , 8, 12} Y D = {6, 11} no son equivalentes. Cual­
quier correspondencia entre ellos, como 

{I, 
1 

{6, 

8, 12} 

11} 

no es uno a uno. (Se deben aparej ar dos elementos diferentes de C con un solo elemento 
deD) . 

Cantor amplio la idea de correspondencia uno a uno, que establece la equivalencia, 
a su estudio de conjuntos infinitos. 

EI numero cardinal l-\o EI conjunto infinito mas basico de numeros cardinales es 
{I , 2, 3, 4, 5, ... }. Se dice que los numeros cardinales tienen el numero cardinal infinito Xo 
(Ia primera letra del alfabeto hebreo, alef, con un subfndice igual a cero; se lee "£lIef 
nulo"). Piense en Xo como el numero cardinal infinito "mas pequeno". A la pregunta 
"(,cuantos numeros infinitos hay aquf?" , respondemos "Hay Xo de ellos". 

Ahora, cualquier conjunto que se pueda colocar en correspondencia uno a uno con 
los numeros cardinales tendra el mismo numero cardinal, es decir, Xo- Existen muchos 
conjuntos como estos. 

IliijlUIQS.jMDemostraci6n de que {O, 1,2,3, ... } tiene el numero cardinal ~o 

Verifique que el conjunto de numeros enteros {O, 1,2,3, ... } tiene el numero cardinal Xo' 

SOLUCION 

Sabemos que Xo es un numero cardinal del conjunto de numeros cardin ales (por defini­
cion) . Para demostrar que otro conjunto, como el de los numeros enteros no negativos, 
tam bien tiene a Xo como su numero cardinal , debemos demostrar que el conjunto es 
equivalente al conjunto de numeros cardinales. La equivalencia se establece por la 
correspondencia uno a uno entre dos conjuntos. 

{I, 2, 3, 4, 5, 6, n, ... } Numeros cardinales 

t t t 1 t t 1 t 
{O, 1, 2, 3, 4, 5, n - 1, ... } Nllmeros enteros no negativos 

El aparejamiento de los numeros cardinales n con los numeros enteros no negativos 
n - 1 continua indefinidamente, sin que haya un elemento en los dos conjuntos que no se 
use en el proceso de aparejamiento. Aun cuando el conjunto de numeros enteros no 
negativos tiene un elemento adicional (el numero 0) comparado con el conjunto de nume­
ros cardinales, la correspondencia prueba que ambos conjuntos tienen el mismo numero 
cardinal, Xo' • II 

El resultado del ejemplo 1 muestra que la intuicion es una gufa deficiente para tratar 
con conjuntos infinitos. Como los conjuntos de numeros cardinales y numeros enteros no 
negativos se pueden colocar en correspondencia uno a uno, los dos conjuntos ti enen el 
mismo numero cardinal. 



76 III CAPITULO 2 Conceptos basicos de la teorfa de conjuntos 

La letra alef y otras letras de l alfabeto 
hebreo se muestran sobre el diagrama 
cabalfst ico que representa una de las diez 
emanac iones de Dios durante la Creaci6n. 
La caba la, la trad ici6n ultramfstica dentro 
del juda fsmo, surgi6 en el siglo v y alcanz6 
su maxima aceptaci6n en el siglo XVI tanto 
en Pa lestina como en Polonia. 

Los creyentes en la cabala crefan que 
la Bib lia ocultaba misterios que pod fan 

descubri rse con permutaciones, 

combinaciones y anagramas de sus propias 
letras. Cada letra en el alfabeto tiene un valor 

numerico lalef = 1) y, por 10 tanto, se forma 

un sistema de numerac i6n. La letra Y es igual 
a 10, de modo que 15 es igual a YH 110 + 5) 

Sin embargo, YH es una forma del Santo 

Nombre, de modo que, en vez de ello, 

TW 19 + 6) es el sfmbolo. 

II 

II 

Conjuntos infinitos El conjunto {5, 6, 7} es un subconjunto propio del conjunto 
{5, 6, 7, 8}, Y no hay manera de colocar estos dos conjuntos en una correspondencia uno 
a uno. Sin embargo, el conjunto de numeros cardinales es un subconjunto propio del 
conjunto de numeros enteros no negativos, y el ejemplo 1 demostro que estos dos con­
juntos se pueden colocar en correspondencia uno a uno. Esta propiedad tan importante 
se usa en la definicion formal de un conjunto infinito. 

Un conjunto es infinito si se puede colocar en correspondencia uno a uno con un 
subconjunto propio de sf mismo. 

EJEMPLO 2 
Demostraci6n de que { ... , -3, -2, 1,0, 1,2,3, . .. } 
tiene el numero cardinal ~ 

Compruebe que el conjunto de numeros enteros { .. . , - 3, - 2, - 1, 0, 1, 2, 3, ... } tiene el 
numero cardinal Xo' 

SOlUCION 

Se puede establecer una correspondencia uno a uno entre el conjunto de numeros ente­
ros y el conjunto de numeros cardin ales. 

{I , 2, 

l l 
{O, 1, 

3, 4, 5, 6, 7, 

l l l l l 
-1, 2, -2, 3, -3, 

2n, 2n + 1, .. . } 
l l 
n, -n, ... } 

Debido a esta correspondencia uno a uno, el numero cardinal de este conjunto de nume­
ros enteros es el mismo que el numero cardinal del conjunto de numeros cardinales, Xo' 

III 

La correspondencia uno a uno del ejemplo 2 prueba que el conjunto de numeros 
enteros es infinito: se coloco en correspondencia uno a uno con un subconjunto propio de 
sfmismo. 

Como se muestra en el ejemplo 2, hay exactamente tantos numeros enteros como 
numeros cardin ales. Este resultado no es intuitivo en absoluto, y el siguiente resultado 10 
es incluso menos. Existe un numero infinito de fracciones entre dos numeros cardinales 

I . P . I h . . f" d f . {1 3 7 IS 31 } cua esqUlera. or eJemp 0 , ay un conJunto m mito e raCClOnes 2> 4' 8' 16' 32' . .. entre 

los numeros cardin ales ° y 1. Esto implicarfa que existen "mas" fracciones que numeros 
cardinales. Sin embargo, solo existen tantas fracciones como numeros cardinales. 

EJEMPlO 3 
Demostraci6n de que el conjunto de numeros racionales t iene 
el numero cardinal Xo 

Compruebe que el numero cardinal del conjunto de numeros racionales es XO' 

SOL UCION 

Primero demostraremos que se puede establecer la correspondencia uno a uno entre el 
conjunto de numeros racionales no negativos y los numeros cardinales. Esto se logra con 
el ingenioso esquema que se presenta a continuacion, ideado por Georg Cantor. 

Observe la figura 22 de la siguiente pagina. Los numeros racionales no negativos 
cuyos denominadores son iguales a 1 se encuentran en la primera fila. Aquellos cuyos 
denominadores son 2, se encuentran en la segunda fila, y asf sucesivamente. Cada numero 
racional no negativo aparece en esta lista mas tarde 0 mas temprano. Por ejemplo, ~~~ se 
encuentra en la fila 189 y en la columna 327. 



La paradoja del barbero es una versi6n 
de la paradoja de la teoria de con juntos que 
Bertrand Rusell propuso a principios del 
siglo xx. 

1. Los hombres de un pueb lo son de dos 
tipos: hombres que no se rasuran a sf 
mismos y hombres que si 10 hacen. 

2. EI barbero del pueblo rasura a todos los 
hombres que no se rasuran ellos mismos 
y solo rasura a esos hombres. 

i.Pero qui{m rasura al barbero? 
EI barbero no se puede rasurar ill mismo. Si 10 
hiciera. caerfa en la categorfa de los hombres 
que se rasuran a sf mismos. Sin embargo. el 
inciso 2) de arriba establece que el barbero no 
rasura a estos hombres. 

Entonces. el barbero no se rasura ill 
mismo. Pero entonces cae en la categoria de 

los hombres que no se rasuran a si mismos. 

De acuerdo con el inciso 21. el barbero rasura 

a todos estos hombres; por 10 tanto. el 

barbero tambien se rasura a sf mismo. 
Vemos que el barbero no puede rasu rarse 

a si mismo; sin embargo. sf se rasura a si 

mismo. He ahf la paradoja. 

II 
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7 
T 

7 
2 

6 7 
3' 3' 

6 7 
4 4 

4 5 6 7 
5 5 5 5 

4 5 6 7 
6 6 6 6 

Figura 22 

Para establecer la carrespondencia uno a uno entre el conjunto de racionales no 
negativos y el conjunto de numeros cardinales, se sigue la trayectoria dibujada en la 
figura 22. Hagamos que ¥ correspond a al 1, que t corresponda al 2, f al 3, ~ al 4, 

(nos saitamos~, puesto que ~ = t), ~ a15, ~ al 6, y as! suces ivamente. Los numeros de 
los cfrculos sombre ados se omiten parque se pueden reducir a terminos menores que ya 
se incluyeron anteriormente en la !ista. 

Este procedimiento establece una correspondencia uno a uno entre el conjunto de 
racionales no negativos y los numeros cardinales, 10 que demuestra que ambos conjuntos 
tienen el mismo numero cardinal, Xo' Ahora, usando el metoda del ejemplo 2 (por ejempio, 
haciendo que cada numero negativo siga a su correspondiente numero positivo), podemos 
ampliar esta correspondencia para incluir tam bien los numeros racionales negativos. Par 10 
tanto, el conjunto de todos los numeros racionales tiene el numero cardinal Xo' ••• 

Un conjunto es numerable si es finito 0 si tiene el numero cardinal XO' Todos los con­
juntos infinitos de numeros analizados hasta ahora (los numeros cardinales, los numeros 
enteros no negativos, los numeros enteros y los numeros racionales) son numerables. 

Conjuntos que no son numerables 

EJEMPL04 
Demostraci6n de que el conjunto de numeros reales no tiene 
el numero cardinal ~o 

Compruebe que el conjunto de todos los numeros reales no tiene el numero cardinal XO' 

SOLUCION 
Existen dos posibilidades: 

1. El conjunto de numeros reales tiene el numero cardinal XO' 

2. El conjunto de numeros reales no tiene el numero cardinal XO' 

Si suponemos que el primer enunciado es verdadero, entonces se puede establecer la 
correspondencia uno a uno entre el conjunto de numeros reales y el conjunto de numeros 
cardinales. 

En un capitulo posterior, demostraremos que cada numero real se puede escribir 
como un numero decimal (0 simplemente "decimal"). Par 10 tanto, en la correspondencia 
uno a uno que estamos suponiendo, algun decimal corresponde al numero cardinal 1, 
algun decimal corresponde al 2, y as! sucesivamente. Suponga que la correspondencia 
inicia como sigue: 

1 ~ 0.68458429006 .. . 

2 ~ 0.13479201038 . . . 

3 ~ 0.37291568341 . . . 

4 ~ 0.935223671611 .. . 
y as! sucesivamente. 
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La paradoja de Zenon de la tortuga y Aquiles 
fue presentada en su forma original por Zen6n 
de Elea. 

En la historia origina l. la tortuga pudo 

convencer a Aquiles (el heroe griego de La 
lIiada de Homero) de que en una carrera. 

considerando una pequefia ventaja. la tortuga 

siempre podra derrotar a Aquiles. (Vease el 
inicio del capitulo y los ejercicios 51 
y 52 de esta Extension) La soluci6n de 

esta paradoja se analiza en el sitio Web 
www.mathacademy.com. 

Suponer la existencia de la correspondencia uno a uno entre los numeros cardinales y 
los numeros reales significa que todos los decimales se encuentran en la lista anterior. 
Construyamos un nuevo decimal K como sigue. El primer decimal en la lista ante­
rior tiene al 6 como primer dfgito. Hagamos que K inicie como K = 0,4 ... Selecciona­
mos 4 porque 4 =1= 6. (Pudimos haber elegido cualquier otro dfgito menos 6). Como el 
segundo dfgito del segundo decimal en la lista es igual a 3, hagamos a K = 0,45 ... 
(porque 5 =1= 3). El tercer dfgito del tercer decimal es 2, entonces hagamos a 
K = 0,457 ... (porque 7 =1= 2). El cuarto dfgito del cuarto decimal es 2, entonces hagamos 
a K = 0,4573 ... (porque 3 =1= 2). Se continua definiendo K de esta manera. 

i.,Es ta Ken la \ista que supusimos que tiene todos los decimales? EI primer decimal 
de la lista difiere de K al menos en la primera posicion . (K inicia con 4, y el primer deci­
mal en la lista inicia con 6). EI segundo decimal en la !isla difiere de K en al men os la 
segunda posicion, y el n-esimo decimal en la lista difiere de Ken al menos una posicion, 
de modo que K podrfa no estar en la !ista. En resumen: 

Supusimos que todos los decimales estan en la !isla anterior. 

EI decimal K no esta en la lista. 

Como estos en unci ados no pueden ser ambos verdaderos, el supuesto original nos lleva 
a una contradiccion. Esto obliga a la aceptacion de la unica alternativa posible con el 
supuesto original: no es posible establecer una correspondencia uno a uno entre el con­
junto de numeros reales y el conjunto de numeros cardinales. El numero cardinal del 
conjunto de reales no es igual a ~o. • •• 

EI conjunto de numeros cardinales es un subconjunto propio del conjunto de nume­
ros reales. Debido a esto, parecerfa razonable decir que el numero cardinal del conjunto 
de numeros reales, identificado comunmente como c, es mayor que Xo' (La letra c aquf 
representa un continuo). Se pueden construir otros numeros cardinales infinitos, inclu­
sive mas grandes. Por ejemplo, el conjunto de todos los subconjuntos del conjunto de 
numeros reales tiene un numero cardinal mas grande que c. Continuando este proceso 
de obtencion de los numeros cardinales de conjuntos de subconjuntos, cada vez se pro­
ducen numeros cardinales infinitos mas y mas grandes. 

Los seis conjuntos infinitos mas importantes de numeros se listaron en la seccion 2.1. 
Todos ellos se han tratado en esta Extension, excepto los numeros irracionales. Los 
numeros irracionales tienen representaciones decimales, de modo que todos estan inclui­
dos entre los numeros reales. Como los numeros irracionales son un subconjunto de los 
numeros reales, usted podrfa suponer que los numeros irracionales tienen el numero car­
dinal Xo' exactamente como los racionales. Sin embargo, como la union de los racionales 
y los irracionales es igual a todos los reales, eso implicarfa que la cardinalidad de la union 
de dos conjuntos numerables disjuntos es c. Pero el ejemplo 2 mostro que este no es el 
caso. Una percepcion mas razonable es que el numero cardinal de los irracionales es c 
(el mismo que el de los reales). Esto, de hecho, es verdad. 

Numeros cardinales de conjuntos de numeros infinitos 

Conjunto infinito Numero cardinal 

Numeros naturales 0 cardinales ~o 

Numeros enteros no negativos No 
Numeros enteros No 
Numeros racionales No 
Numeros irracionales c 
Numeros reales c 
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EJERCICIOS DE LA EXTENSION 

Asocie cada conjunto de la columna f con el conjunto de la 
columna If que tiene la misma cardinalidad. fndique cudl es el 
numero cardinal. 

I II 

1. {6} A. {x Ix es un mimero racional} 

2. {- 16,14, 3} B. {26} 

3. {xix es un numero C. {xix es un numero 
natural} irracional} 

4. {xix es un numero real} D. {x ,y, z} 

5. {xix es un numero E. {xix es un numero real 
entero entre 5 y 6} que satisface x2 = 25} 

6. {xix es un mimero entero F. {xix es un numero entero 
que sa tisface x2 = 10O} par e impar a la vez} 

Coloque cada par de conjuntos en correspondencia uno a uno, 
si es posible. 

7. {I, II, III} Y (x , y, z} 

8. {a,b,c,d} y {2,4,6} 

9. {a, d, d, i, t, i, 0, n} y {a, n, s, w, e, r} 

10. {Obama, Clinton, Bush} y {Michelle, Hillary, Laura} 

fndique el numero cardinal de cada conjunto. 

11. {a, b, c, d, ... , k} 

12. {9, 12, 15, . .. ,36} 

13. 0 

14. {OJ 

15. {300,400,500, ... } 

16. {-35, -28, - 2], ... , 56} 

17. { - ~, -%, -1~ ' · .. } 
18. {xix es un numero entero par} 

19. {xix es un mimero cardinal impar} 

20. {b,a, 1,1,a,d} 

21. {ene, feb, mar, ... , dic} 

22. {Alabama, Alaska, Arizona, . .. , Wisconsin, Wyoming} 

23. Lew Lefton analizo la antigua cancion 100 botellas de cer­
veza en la pared para ilustrar una propiedad de los numeros 
cardinales infinitos. 

Llene los espacios del primer verso de la composicion de 
Lefton: 

Xu botellas de cerveza en la pared, Xu botellas de cer­
veza, toma una y pasala alrededor, _ _ bote lias de 
cerveza en la pared. 
(Fuente: http://people.ma th.gatech.edu/ -Hefton). 

24. Dos correspondencias uno a uno se consideran "diferen-
tes" si algunos elementos se aparejan en una de manera 
diferente que en otra. 

{ a, b, c} {a, b, c} 

! ! ! y ! ! ! son diferentes, 

{ a, b, c} { c, b, a} 

{a, b, c} {b, c, a} 
mientras que ! ! ! y ! ! ! no 10 son. 

{ c, a, b} {a, b, c} 

a) (,Cuantas correspondencias diferentes se pueden esta­
blecer entre los conjuntos {Jamie Foxx, Mike Myers, 
Madonna} y {Austin Powers, Ray Charles, Eva 
Peron}? 

b) (,Cual de estas correspondencias apareja cada persona 
con el famoso papel de cine apropiado? 

Determine si cada par de conjuntos es igual, equivalente, ambas 
cosas, 0 ninguna. 

25. {u, v, w}, {v, u, w} 26. {48,6}, {4, 86} 

27. {X, Y, Z} , {x, y, z} 

28. {los}, {sol} 

29. {x ix es un numero real positivo} 
{x ix es un numero real negativo} 

30. {xix es un numero racional positivo} 
{xix es un numero real negativo} 

Demuestre que cada conjunto tiene el numero cardinal Xo esta­
bleciendo una correspondencia uno a uno entre el conjunto 
dado y el conjunto de numeros cardinales. 

31. El conjunto de numeros enteros pares positivos. 

32. {-1O,-20, - 30, - 40, ... } 
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33. {l,000,000, 2,000,000, 3,000,000, ... } 

34. EI conjunto de mlmeros enteros impares. 

35. {2, 4,8,16, 32, ... } 
(5ugerencia: Considere que 4 = 22, 8 = 23, 16 = 24, Y asf suce­
sivamente.) 

36. {-17, -22, - 27, -32, .. . } 

En los ejercicios 37 a 40, identifique el enunciado proporcio­
nado como siempre verdadero 0 no siempre verdadero. 5i no 
siempre es verdadero, de un contraejemplo. 

Demuestre que cada conjunto se puede colocar en correspon­
dencia uno a uno con un subconjunto propio de sf misma para 
probar que el conjunto es infinita. 

43. {3, 6, 9, 12, ... } 

44. {4, 7, 10, 13, 16, ... } 

45. {~,~, :2' :6''''} 
46. {1 ' ~' %' 2 ' ''.} 

37. Si A Y B son conjuntos infinitos, entonces A es equivalente 47. {i-, 11
8

, 2\' 3
1
6""} 

aBo 

38. Si el conjunto A es un conjunto infinito y el conjunto B se 
\ 48. {- 3, -5, -9, - 17, . .. } 

puede poner en correspondencia uno a up-o c.on un subcon- \ ... .. . 
Junto proplO de A, entonces B debe ser III fIll ItO. . 49. Descnba la dlferencla entre conJuntos 19uales y conJuntos 

equlvalentes. 

39. Si A es un conjunto infinito y no es equivalente al conjunto \ 0 I' 'I d"d I' 
d ' d' I t (A) " 5 . Exp Ique como a correspon encla sugen a en e eJemplo e numeros car lila es, en onces n = C. . 

4 demuestra que el conJunto de numeros reales entre 0 y 1 

40. Si A Y B son conjuntos infinitos numerables, entonces 
n(A U B) = 1\0' 

Los ejercicios 41 y 42 son aplicaciones geometricas del concepto 
de infinito. 

41. EI conjunto de numeros reales se puede representar por 
una linea infinita, que se extiende indefinidamente en 

no es numerable. 

~ La paradoja de Zenon En el inicio del capitulo se comento 
• la escena de la pel£cula I.Q., que trata de la paradoja de 
Zenon. Zenon nacio aproximadamente en el 496 a. C. en el sur 
de Italia. A continuacion se presentan dos formas de su para­
doja. c; Cudl es su explicaci6n para los dos ejemplos siguientes de 
la paradoja de Zenon? 

ambas direcciones. Cad a punto sobre la linea corresponde \ . . 
, I ' . d' I d ' 51. SI Aqudes sale detras de la tortuga, nunca puede rebasarla, a un numero rea UlllCO, y ca a numero rea correspon ea. .. " 'd 

un punto unico sobre esa linea. . IllcluSlve Sl corre mas rap I O. 

a) Use la siguiente figura, donde la linea recta entre 0 y 1 
se ha curvado en un semicfrculo y posicionado arriba 
de la linea, para demostrar que 

{xix es un numero real entre 0 y I} 
es equivalente a {xix es un numero real}. 

p 

\V 

- 4 -3 -2 - \ o 2 3 4 

b) (, Que hecho establece el inciso a) acerca del conjunto 
de numeros reales? 

42. Demuestre que las dos rectas verticales mostradas aquf tie­
nen el mismo numero de puntos. 

Suponga que la tortuga tiene un metro de ventaja y va a un 
decimo de la velocidad de Aquiles. Cuando Aquiles lIega al 
punto donde inici6 la tortuga, la tortuga esta un decimo de 
metro adelante. Cuando Aquiles lIega a ese pun to, la tor­
tuga esta a un centesimo de metro adelante. Y asf sucesiva­
mente. Aquiles cad a vez esta mas cerca , pero nunca puede 
alcanzarla. 

\ 52. EI movimiento en sf mismo no existe. 

Us ted no puede recorrer un metro antes de recorrer medio 
metro. Pero tam poco puede recorrer medio metro antes de 
recorrer un cuarto de metro. Y asf sucesivamente. Inclusive 
el movimiento mas pequeno no puede existir porque pri­
mero tendrfa que ocurrir un movimiento aun menor. 
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Determinacion de los alumnos de su clase 

Esta actividad en grupo se diseli6 para determinar el 
numero de estudiantes presentes en su clase sin contarlos 
uno por uno. Esto se lleva a cabo conociendo un conjunto 
particular al que pertenece cada miembro de' la clase, y 
luego calculando la suma del numero cardinal de cada 
subconjunto. 

Para est a actividad, designamos tres conjuntos: X, Y 
yz. 
X = {estudiantes de la clase registrados en el 

Partido Republicano} 

Y = {estudiantes de la clase de 24 alios de edad 
o menos} 

Z = { estudiantes que nunca se han casado} 

Cada estudiante de la clase pertenece a uno de los 
conjuntos X, X' , a uno de los conjuntos Y, Y' , Y a uno de 
los conjuntos Y, Y', y a uno de los conjuntos Z , Z'. [El 
complemento de un conjunto esta formado por todos los 
elementos del universo (en este caso, de la clase) que no 
pertenecen al conjunto]. 

Como ejemplo, suponga que un estudiante tiene 23 
alios y es un dem6crata divorciado. El estudiante per­
tenece a los conjuntos X', Y Y Z'. El conjunto al que perte­
nece el estudiante es 

x'nYnz'. 

En el siguiente diagrama de Venn, los ocho subconjuntos 
se identifican con las letras (a) a (h). 

u 

En los ejercicios 1 a 14, sean 

U = { a, b, c, d, e, f, g, h} , A = {a, b, c, d} , 

B = {b,e,a, d} y C= {a,e}. 

Obtenga cada conjunto. 

1. A UC 2. BnA 

3. B' 4. A - (BnC) 

La columna final de la siguiente tabla se completara 
cuando se termine la investigaci6n. Ahora cada estudiante 
debe determinar a que conjunto pertenece. [EI estudiante des­
crito anteriormente pertenece al (g)]. 

Descripcion en terminos Numero de 
de notacion de alumnos en el 

Region conjuntos (comprension) conjunto 

(a) X ny nz 
(b) X ny nz' 
(c) X ny'nZ 
(d) X'nY nz 
(e) X' ny'nZ 
(f) X nY'nz' 
(g) X'ny nz' 
(h) X' ny' nz' 

Ahora el profesor entrevistanl a los alumnos para ver 
cwintos miembros hay en cada conjunto. Recuerde que cada 
miembro de la clase pertenece a un conjunto y solo a uno. 

Despues de que se ha hecho la encuesta, se obtiene la 
suma de los numeros en la columna final. La suma debe ser 
exactamente igual al numero de estudiantes presentes. Para 
com pro bar el resultado cuente individualmente a todos los 
miembros de la cJase. 

Temas de anal isis 

1. Suponga que las entradas de la columna final no suman 
el numero total de alum nos de la cJase. ~Que podrfa 
haber llevado al error? 

2. ~Por que un alumno no puede ser miembro de mas de 
uno de los ocho subconjuntos listados? 

Identifique cada enunciado como verdadero 0 falso. 

5. b EA 

7. Be (A U C) 

9. n[(A U B) - C] = 4 

6. C ~ A 

8. c Et C 

10.0 C C 

11. A n B' es equivalente a B n A' 

12. (A U BY = A' n B' 
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Obtenga 10 siguiente. 

13. n(A x C) 

14. El numero de subconjuntos propios de A. 

Describa con palabras cada conjunto. 

15. {-3,-1, 1,3, 5, 7, 9} 

16. {enero, febrero, marzo, . . . , diciembre} 

Exprese cada conjunto en notaci6n de comprensi6n. 

17. {-I, - 2, -3, -4, ... } 

18. {24, 32, 40, 48, ... , 88} 

En cada espacio coloque C , C:;, ambos 0 ningun sfmbolo para 
que el enunciado sea verdadera. 

19. P _ _ {xix es un numero cardinal entre 20 y 21} 

20. {4,9,16}_{4, 5,6, 7,8,9,10} 

Sombree cada conjunto en el diagram a de Venn apropiado. 

21. xu Y' 22. X' ny' 

23. (X U Y) - Z 

24. [(xn Y) u (yn Z) u (xn Z)] - (xn yn Z) 

Hechos relacionados con inventos La tabla lista 10 inventos, 
junto con otras datos pertinentes. 

Invento Fecha Inventor Pais 

Maquina sumadora 1642 Pascal Francia 
Bar6metro 1643 Torricelli Italia 
Rasuradora electrica 1917 Schick Estados Unidos 
Fibra 6ptica 1955 Kapany lnglaterra 
Contador Geiger 1913 Geiger Alemania 
Reloj de pendulo 1657 Huygens Holanda 
Radar 1940 Watson-Watt Escocia 
Telegrafo 1837 Morse Estados Unidos 
Term6metro 1593 Galileo Italia 
Cremallera 1891 Judson Estados Unidos 

el conjunto de los 10 inventos, Sean U= 
A= el conjunto de artfculos inventados en Estados 

Unidos, 
y T= el conjunto de artfculos inventados en el siglo xx. 

Liste los elementos de cada conjunto. 

25. AnT 

26. (AUT)' 

27. A - T' 

\ 28. Defina las leyes de De Morgan con palabras en vez de 
sfmbolos. 

29. Los numeros en el diagrama de Venn indican el numero 
de elementos en cada subconjunto particular. 

m 
u 9 

Determine el numero de elementos en cad a conjunto. 

a) AU B b) A nB' c) (A nB)' 

30. Ayuda financiera a estudiantes universitarios Las tres 
fuentes principales de ayuda financiera para los estu­
diantes son los subsidios gubernamentales, las becas 
privadas y las universidades mismas. Susan Brilling, 
directora de Apoyo Financiero de una pequena univer­
sidad privada del sur, revis6 los registros de 100 estu­
diantes de segundo ano y encontr6 10 siguiente: 

49 reciben subsidios gubernamentales 
55 reciben becas privadas 
43 reciben apoyo de la universidad 
23 reciben subsidios gubernamentales y becas privadas 
18 reciben subsidios gubernamentales y apoyo de la 

universidad 
28 reciben becas privadas y apoyo de la universidad 
8 reciben ayuda de las tres fuentes. 

i.. CWlntos estudiantes: 

a) reciben solo subsidios gubernamentales? 
b) tienen becas privadas, pero no reciben subsidios guber-

namentales? 
c) reciben ayuda financiera de una sola de estas fuentes? 
d) reciben ayuda de exactamente dos de estas fuentes? 
e) no reciben ayuda financiera de ninguna de estas 

fuentes? 
1) no reciben ayuda de la universidad ni del gobierno? 
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